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1. Le théorème fondamental de la théorie des formes bilineaires (') 
est le suivant : 


Soient deux formes bilincaires aux mêmes an variables 
S = Zaagrars 
7 = BOaaraypi 
si le determinant de la forme f n'est pas nul. la nouvelle forme 


KF = fs + 5, 


(1) Voir la Théorie des diviseurs élémentaires dans les Annales de l’École Normale 


supérieure : 1891. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X.— Janvier 189:. 2 
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os est une indelermince, peut s "ecrire 


i=p 
F => [(s:— 5) (Ene, + (En) 1]. 


ı 1 


(s — s;)“i est l’un quelconque des p diviseurs élémentaires du déterminant 
de la forme F. On a, en outre, par definition, 


(En); =0 poure=14, 
(EN }e= EoNe-y + Eee + + Ee-1 N93 


les & sont des fonctions linéaires, indépendantes et a coefficients con- 
stants de y,, Yas +++» Vas et les n sont des fonctions analogues de x,, 
La 9 eee 9 Th. 


Si les déterminants des formes fet 9 sont nuls tous les deux, 
mais si l'on peut trouver deux nombres m et n tels que la forme 
f,=mf+ny ait un déterminant différent de zéro, on pourra ap- 
pliquer à /, et à © le théorème précédent. 

Le seul cas où l’on ne sache donc pas réduire la forme F est celui où 
le déterminant de cette forme est identiquement nul. C'est le cas que 
nous allons maintenant examiner. 

Nous suivrons encore la marche indiquée par M. Darboux dans sa 
profonde analyse des formes quadratiques (Journal de Mathematiques 
pures et appliquées; 1874). 


2. Supposons donc gue le déterminant 


dis + D, eee AinS + Vin 
B(s)=| :........ ... ......... 
AniS + Om -.. AnnS + Dan 


soit identiquement nul, ou encore que tous les coefficients du poly- 
nome B(s) soient identiquement nuls. 

Plus généralement, supposons que tous les mineurs de B(s) soient 
identiquement nuls jusqu’à ceux de l’ordre & exclusivement. 

Nous pourrons établir & relations de la forme 


(1) C,Y¥,+C,Y,+...+C,Y,=0, 
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les C etant des fonctions rationnelles en s, et les Y representant les de- 
rivées partielles de F par rapport aux y. On a donc 


Vi (aus + dir +... +(auis + Ong) Ln. 


Il faudra que les C satisfassent identiquement aux relations 


C, (ans + bu) +... Gn(aıns + din) — oO, 
Cy (@ar8 + bar) +... 4+ Ug (Aan + Onn) = 0. 


Ce systeme du premier degré admet & solutions indépendantes en C,, 
C,, ..., G,, et, par suite, «dl y a exactement w relations distinctes de la 


forme (1). 


L'étude de ces relations nous arrétera un certain temps. 


3. Les quantités C qu’on vient d’obtenir sont, en général, des fone- 
tions rationnelles en s, de sorte que, si l’on ordonne par rapport à la 
lettre s, on aura, au lieu des relations (1), des relations en s de la 
forme 


(2) SPU,—sP-1U,+ sP-2U,—... HU, —o, 


où les coefficients U,, U,, ..., U, sont des fonctions linéaires de Y,, 
Y, eeeg Y,. 
Considérons d’abord le cas où l’on aurait une relation de la forme 


CL =o, 


ne renfermant pas s. Soit 


U=a,Y,+...+a,¥,=0. 


Parmi les coefficients constants «,,..., «,, l’un au moins n’est pas nul 
Posons alors 


—_ ' 
4 — Ai Vis 


yz=ayıtJı (€=2,3,...,2) 
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Nous aurons 


oF _ IE + a CRT 
dy; — OY; eee "OYn — — 0. 


Ainsi, après le changement de variables, y, aura disparu. 
Supposons qu'il en soit ainsi et que la forme F soit ramenée à 
l'expression 
=(aags + bag) Ta} 8 


où l’on suppose, par exemple, que le coefficient de y, soit identique- 
ment nul. On aura 
Z (aus + bu) Ta = O, 


ou encore, séparément et simultanément, 


Zau Ta = O, 


x bay Ta = O. 


Le nombre des fonctions Y étant alors moindre que z, il faudra pour 
qu'il en soit ainsi, que l’un des x soit, dans les deux fonctions f et = 
à la fois, une fonction linéaire des autres x. En remplaçant cet x par 
cette combinaison dans la forme F, on voit qu’on aura finalement une 
forme F’ ne dépendant plus que de n — ı variables x et n — 1 va- 
riables y. 

Sans écarter le cas précédent de notre discussion, nous supposerons 


que les & relations distinctes de la forme (1) renferment s et puissent 
s'écrire 


(3) Ly= PU, — si + sau; —... HU, — 0 (c= 1,2, ...,%). 


4. Dans les relations L;= 0, on peut toujours supposer que les 
coefficients U sont linéairement indépendants. Car, si cette hypothese 
n'était pas d’abord réalisée, on pourrait remplacer le systeme des 
équations L;= o par un système équivalent d’équations de degrés p,, 
Pas +++» Ps en S, et, de plus, la somme Zp’ pourrait être rendue infe- 
rieure à Zp. C'est ce que nous allons montrer. 

Admettons qu'il y ait une relation linéaire, à coefficients constants 
et identique, de la forme 


(4) SGU +... +4, W)=0  (i—1,2,...,&). 
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Si nous remarquons que les fonctions 


sont linéaires en s, nous pourrons poser 
U=U'+sU’, 


et il faudra que les fonctions linéaires à coefficients constants L’ et U”, 
où les variables sont x,,æ,,..., æ,, satisfassent, quelle que soit la va- 
leur de s, aux relations (3) et (4). Nous aurons donc, en supprimant 
l'indice z pour la simplicité de la notation, 


sP(U, +sU,)— se (U, +sU7) Hr... (U4 sU,)— 0. 


Il faudra, en conséquence, que nous ayons 


U, = 0, 
Un — Uj; = 0, 
U,—U;,—o, 
doses , 
U, = 0, 
d’où nous tirerons 
U, = u, 


(5) ¢ U, — Us + Sle, 
U,= sup-1, 


en appelant uy, u,,..., Up, des fonctions linéaires à coefficients con- 
stants des variables 2,, X,, ...,æ,. 
Mais alors la relation (4) devient 


Zi [bg lg + by (y+ sw) +... + bpsup_;] = 0, 
et se décompose en deux autres 


\ Xi (by Ug + by Uy... + bp yup) = 0, 
(uw + guy... + tops) =O. 


(6) 
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Revenons maintenant aux anciennes fonctions U. Nous aurons 
u, = U,, 
u,—U,—sU,, 


a, U,—sU,4+ s'U,, 


Up = Up — sUp_. +... sP-'Ly. 
Par suite, les formules (6) deviendront 


A= 2Z[¢4,U,+¢,(U,—sbl,)+...J]=0, 
| B= 3(t,U,+ 4(U,—sU,) +...] =0, 


c’est-à-dire deux nouvelles relations identiques entre les dérivées Y 
de la forme F. 
On peut écrire 


Uy (to — sty +... te sP-'t,_,) + U, (t, — stg... sP-2tp_,) +... + U,_:t,-;] = 0, 


U, — Steg t+... sP-'t,) + U, (tg —Ssls +... sP-2t,) +...+ Up_ytp] == 0. 


On tire de la 
A+sB= 2(U)(¢,+ s’t,) + U, (u sP-'t,) +... + U,-1(tp-1 + Stp)] = 0, 
ou encore, a cause de la relation (4), 
A+sB=— 2¢,[— U,+sU,-,—s?U,_.+... 5s? Up], 
ou enfin 
(8) A+sB+2(+0,L)=0. 


On peut toujours supposer que l’une au moins des quantités 4}, 


ty -.., U, est différente de zéro. Car, en substituant aux formes pro- 


posées deux de leurs combinaisons linéaires mf + no, m'f + n’g, cela 
ms + m! ” 

sn dans les calculs précédents, et 
on pourrait toujours faire en sorte que l'équation (4) renfermät un 


terme &,U,, si U, est le terme indépendant de s dans l'équation L,= o. 


reviendrait à remplacer s par 


x 
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Il résulte de ce qui précède que l’on aurait les équations 


L;= 0 (£ =, By we ey D), 
A=o, 
B — o, 


et, entre ces équations, la relation identique (8). Or il ne peut y avoir 
que & relations distinctes entre les fonctions U, ou, ce qui revient au 
même, entre les fonctions Y. Il faut donc que, en prenant dans 
les o+1 équations distinctes précédentes o relations, la dernière soit 
une conséquence des & équations choisies. 

On peut donc remplacer le système précédent par 


Li; = 0 [j=1,2,...,(a—1)], 
mA + nB —o, 


m et n étant deux constantes quelconques. On écrira simplement 
L; =o ((=1,2,...,0), 


et l’on remarquera qu'on a pu remplacer l’une des équations L;= 0, 
celle du plus haut degré en s, et qui entre dans l'identité (8), par une 


relation 
mA+nB=o 


d'un degré inférieur au moins d’une unité. 


5. Supposons donc que l’on ait & relations L;=o de degrés p,, 
Pas +++, pi par rapport as, et dont les coefficients exprimés en Y,, 
Y.,..., Y, soient linéairement indépendants. 

Soit posé 


i_ Li é - . I- — ' 
Ur = a, Vit... t+ aa Ya (1:=1, 2, oeey WD; k=o, l, 2, ss Di). 


Puisque le déterminant de tous les & n'est pas nul, on peut choisir, 
pour chaque indice z, un déterminant de constantes qui ne soit pas nul, 
mais de plus les p;+ 1 éléments Y qui ont ces « comme coefficients 
dans les équations précédentes peuvent être pris complètement diffé- 
rents pour chaque valeur de l'indice x. 
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Supposons, par exemple, que pour un indice à quelconque le déter- 
minant 
oi 


Xp,1 ... Ap, p,+1 
ne soit pas nul. 


Posons alors 
Yı = Kıyı + eee + A1 p,+1s 
* +0 2 ee #0 0 5e 0e © = © © © 0... 


Yp +17 Oop, +13 tee et Ip pı+1Ypı+1V 


, U t 
Yp;+2— Lop,+2)': +... + App +a pti Vp, +a 


, ! ‚! 
In XonŸ 1 + eee + Xp, n }'pi+1 + J n° 


Nous tirerons de là 


D LE Le a EU 
dy, °! dy: . o” OY _ 0? 

OF _, OF Lg OF u 

OY n, +1 "pl Oy see pan OY n TT “me 


Nous voyons maintenant qu’on peut préparer les formes / et 5, de 
maniere que les relations L;= o prennent la forme 


oF oF oF oF 


Lj = sp — — sp! — + sPi-? 


Ym ° OYm-ı OY m+2 u OYm +p, 











etles y qui entrent dans l’une de ces relations n’entreront pas dans 
une autre. 


6. Nous supposerons maintenant que cette hypothèse soit satisfaite. 
Or, une relation L = o, par exemple 


oF OF oF, OF 


sp — — sp! — + sp-ı__ — 


Oy; OF: Oy; oa OY p+ 





= 0, 


est la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction F ne de- 


COMPLEMENTS A LA THEORIE DES DIVISEURS ELEMENTAIRES. 17 


pende que des combinaisons 


T1 IT Yı —- S Vas 


Vp= Vp TSYp+is 


c'est-à-dire que, si l’on prend pour variables indépendantes y.. 
Var sees ¥p Ct pei, cette dernière variable s’éliminera de la forme F. 
Cette proposition est facile à démontrer. 

Donc, si l’on a & équations J. = 0, on peut trouver dans la forme F 
7 +1 groupes de variables 


i yet At pi). 
Vo Vos ces Ket (£—=1,2,...,0), 


, ’ r 
Nie Nar +++ Vans 


de manière que cette forme ne dépende effectivement que des seules 
variables 


x, yee ...9 Yo Yo Ves °° Vas 
dont le nombre est inférieur de & unités au nombre des variables pri- 
mitives. 
Quant au nombre &, il est déterminé par la relation 


R+D+pi+.. +pn=n, 
et, comme tous ces nombres doivent être positifs, on a la condition 
Z2p<n—"%w. 


7. Nous pouvons donc écrire 


F = D (ri: +... + 25,5) HB (04, Lay cs Les Yo Ya Yin Sd 
i 


Les nouvelles variables 2‘ sont des combinaisons linéaires des 
anciennes variables x,,...,x,. Je dis que les coefficients qui entrent 
dans ces combinaisons sont indépendants de s. En effet, supposons 
qu'ils dépendent de s, et revenons aux anciennes variables y', ..., y. 


qui sont indépendantes. Le coefficient de y,,., doit être linéaire en s 
Ann. de l’Éc. Normate. 3° Série. Tome X. — Janvier 1893. 3 
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à cause de la forme primitive de F. I] faut donc que x‘, soit indépen- 
dant de s. Le coefficient de y,, est sx, _,+ x. Il doit être linéaire en 
s, donc x,,_, est indépendant des, . 

Les variables x’ sont indépendantes entre elles; car, si elles étaient 
liées par une combinaison linéaire quelconque, on pourrait réduire la 
forme 


Vet yi ee hp) 
i 


à renfermer au moins une variable x’ et au moins une variable y‘ de 
moins; or eela est impossible, parce que les y‘ sont indépendants entre 


eux. 
Nous poscrons, en général, quelle que soit la signification de R, 


Rn, = R, + sR, L 4p 


et nous nous servirons de cette notation dans toute la suite du Mémoire. 


8. On peut échanger les lettres x et y dans les raisonnements prece- 
dents. On aura donc 


F = (ci +...+ th yh) + (ri ri +... + ap) 
t i 
+ Flirt Yo Ya) + SFr. uses Ya): 


Les x' et les y' ne renfermeront plus s et seront indépendants. On aura 


en outre 
Lin = Lm + Slims 


Yn = YmTSŸ mr) 


Pıt---+ Pata... dat vw: X = Ni. 
On en conelut la nouvelle condition 
(Zp+8g):n— vw, 


compatible avec la condition déjà trouvée. 
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9. Avant de simplifier encore plus la forme F, remarquons que l’on 
peut donner aux relations L. =o des formes variées sans qu’elles cessent 
de satisfaire aux conditions qui leur sont imposées. 

Supposons qu'on multiplie les relations L;-= o par des fonctions 
quelconques de s, pourvu qu'elles soient rationnelles. Soit posé 


K.L,+kK.L+...+Kolo=0, 


K,,K.,..., K, étant des fractions irréductibles rationnelles en s. Soit 
s =h une valeur de s qui rend infinie une ou plusieurs de ces fractions. 
En décomposant le premier membre de l’équation précédente en frac- 


. . I , 
tions simples, on aura un terme en -—, dont le numérateur sera une 


fonction linéaire des polynömes U et ne pourra être nul. 
Donc toute équation nouvelle L = 0, étant entière en s et dépen- 
dant des autres dont le nombre est déjà w, est une combinaison de la 


forme 
ZKL =o, 


où les coefficients K sont des polynémes entiers en s. 
Supposons qu’on remplace les équations L=o par les combinaisons 
qu'on vient d'indiquer, on aura, par exemple, 


Mi= ss" V5 — sit Vi +, —o. 


Les fonctions V seront des combinaisons linéaires des U, et, si elles 
sont indépendantes, il faudra que leur nombre soit le même que celui 
des U. Il est donc nécessaire que Lr = Lp, c'est-à-dire que la somme 
des degrés des équations M;== o soit la même que celle des degrés des 
équations L; = 0. 

Inversement, on voit que, si ces conditions sont remplies, les deux 
systèmes L;= 0, M;= 0 peuvent être équivalents. 

On conclut de la que ce qu'il y a de fixe dans la dernière forme de F, 
c'est le nombre des variables x,,, et le nombre des variables y,,, qui 


disparaissent quand on introduit les nouvelles variables x et y. Quant 


au groupement des variables x,, x,,...,æ, pour former les variables x, 
ıl est aussi arbitraire que la manière de former les équations L,; = o ou 
M, — O. 
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10. Nous réduirons maintenant l'expression F à une forme plus 
simple en nous appuyant sur un lemme que nous allons démontrer. 
Considérons la forme générale 


"— 2(aags + bag) rays = ÉAxgla)s. 


Partageons les variables en deux groupes, d’une part les variables .r,, 

Lys secs Eur Yır Vas ces Yus et d’autre part les variables ay... ...,r,, 

Vaso. Jr. Nous représenterons les variables du premier groupe par 

la notation 2,, y, et les variables du second groupe par xs, vs, de 

sorte que les indices & et @’ pourront prendre les valeurs 1, 2, ..., 4 

et que les indices 3 et 3’ pourront prendre les valeurs u +1,.... n. 
L’expression F pourra s écrire 


Aux aya — 2Agg Pays + BAga Toya + SAge cs ys. 


Remplacons maintenant ag et yg par zs + hy et vg + Ag, et nous 


aurons 
Eux Lada + 2 Aa Ta(ys + ks) 
+ BAgy (rs + hg) ya + SAgs (rs + hg) (rs + As). 


Nous décomposcrons cette expression en trois parties 


( l ) Z Aux Ta Va + SAys d'a Ay: + mw Age hg Yo + =Agy hgks, 
(lH) SZ Ay lag: + S Aga TB Ya + ZA 84 (ra hs + 74 hs), 
(111) XAgy rare. 


Nous supposerons qu'on remplace les indéterminées 4 et Ak par des 
fonctions linéaires des variables x, et y,, et nous montrerons qu'on 
peut choisir les coefficients constants qui entrent dans ces fonctions de 
manière que la seconde partie prenne la forme 


(IV) Er, Pat Soa Qe. 


Posons, en effet, 
h, = hi, x, + » 8 e .— Nin tu, 


A;= Ki Yı + eee TT Kin Vus 


et identifions les deux expressions (II) et (I). 
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Il faudra que dans (II) le coefficient de sx, soit identique au coefti- 
cient de x,,,. On devra donc avoir identiquement 


DT + D ass Ng y's: = Mays + d 85 Ng aor VS 
3 BB B: By 


Il faudra que le coefficient de yg soit nul identiquement, quel que 
soit 8’, c'est-à-dire qu'on aura 


Us + > 738 hs T= bar1,5 — N se Ns x NE 
3 D 


En donnant à 8’ successivement toutes les valeurs a +1, ..., 2 on 
aura un système du premier degré qui déterminera les coefficients 
Rss, quand on connaitra les coefficients Ag,. 

Le déterminant | gg | peut être supposé différent de zero. Il est, en 
effet, le déterminant de la forme Edgs X yg et l'on peut toujours, par 
des combinaisons préalables, faire que dans la forme 


x Ags rg va 


le terme indépendant de s ait son déterminant différent de zéro. 
On voit done que l’on peut choisir arbitrairement /,,.....4 
calculer suecessivement 


wis Ol 


I ee eg lus 
see . 8 @ . 8 @ 


Niu. oe 89 lun 


On pourra de même calculer les coefficients Ag... 
L'expression (I) peut être ramenée à une forme analogue à la précé- 
dente, soit à la forme 
(1) Er,P, + rx 0. 
Posons, en effet, 
Py = Par T's. + Pau Vu: 


y= ail TT. — Jru lp 


et supposons le calcul qui ramène (II) à (11’) effectué, de sorte que 
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l'expression (1) est réduite à une fonction bilinéaire des seules va- 
riables æ,y,. Soit 
2B;% d'a Va =~ 2 (ar $ + bar ) La) 
cette fonction. 
Identifions cette forme avec la forme (1°). Nous aurons 

Ayx = Pasian tr darı,a 

D'ou 7” Pax + da‘: 
Il est facile de résoudre ces équations en p et 4. Car les équations pre- 


cédentes entrainent la relation 


bar Para H Yararı 
et, par suite, on aura 


! 


i 
Aux — Oxy = Ga'41,2 — Yaar 


c'est-à-dire que l’on connait les différences de deux termes successifs 
dans une même direction diagonale du tableau 


Pity Ti - + Pips 
Jars Yar, +--+ Yous 
Iaı» Ju2s ee ay ‘Jup- 


I suffira done de prendre arbitrairement les termes de la premiere 
ligne et de la dernière colonne par exemple, et les autres termes s’en 
déduiront. De plus, la relation 


Pax —| bay — ax 


donnera ensuite tous les coefficients p. Elle montre même que l'on 
pourrait se donner arbitrairement 


ass Yity es aus 
Pity Pity +--+ aus 


au lieu des arbitraires indiquées plus haut. 
in résumé, on peut poser 


Vv LA y I>’ ’ y e ay t s » : > > o =a y a [2 
238015 oo. 2r, | 4077 >; a Oy = mil xl ji }-- 2: aQ, b~ 2 Ags a 3.) 3 
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ou plus simplement, en réunissant les termes de méine forme 
ZAssta)s = 3 r,Px + ya Qe + 24637878. 


11. Il est maintenant facile de ramener l'expression 


‘ 


Fa Matyi + + ep) + MO ai +. eye ) 
+ F(r lus Vire. Vay 8) 


à une forme simple définitive. 

Si F ne renferme que des variables «’ et y’ indépendantes des va- 
riables x‘ et y‘ qui servent de coefficients aux y et aux x, la forme F 
sera décomposée en deux parties : la première qu’on vient de mettre 
en évidence sous les deux signes 2, et la seconde qui peut être traitée 
par les règles ordinaires et indépendamment de la première. 

Mais, en général, les x‘ et les y‘ seront des combinaisons linéaires 
des anciens x ou des anciens y qui ne servent pas à former les a ou 
les y. Dans ces conditions, on pourra exprimer un certain nombre de 
variables x’ et y’ au moyen des x et des y‘, car ces dernières variables 
sont indépendantes. 

Or le nombre des variables x‘ est Xp et le nombre des variables y 
est Lg. Supposons que l’on ait, par exemple, 


Zp<Xq, 


nous exprimerons Xp variables x’ en fonction des x’ et Xp variables y’ 
en fonction des y’, de sorte que l'expression F’ prendra la forme 


F'(x, does Dy Pire es Nam Lip ses LBV sy oe Er Vas c++ PB s). 


et, d’après le lemme établi plus haut, pourra se mettre sous la forme 


4 = Zp x = Lp 

roy A ray ! ' , , 
> 2 Pa + Ÿ y Qa + F'(x,..... LB Vis es JB) 
X—1 A =1 


F” renfermant des variables x indépendantes de celles qui entrent 
dans les termes précédents. 
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13. En rerusue. on peut enoucer]a proposition suivante : 


Etant donners deus formes bilineaires f et > aux mémes an ranables. 
on pew forrrer deux combınauons distinries 


m! — nz, 
mi — nn od. 


4 * 


Viet pp fs eneuer F a une forme d'un umtre madre de variaiies 
WINE ER ie sCucton eet iroumédicw. Si lon écarte ces cas. le minimum de Ip 
mtn Melon zits hope 3 — 0 — 3m. Or 3 est positif. donc on an 237 ‘est-a-dire que 
re 


3 


CEG OF ment je plue grand enter contenu dans 


La 
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au moyen de quatre constantes m, m', n, n', dont le déterminant ne soit 
pas nul, de manière que la forme 


F—(mf+no)s+(m'f+n'9), 


qui renferme une indéterminée s, soit réductible à plusieurs groupes de 
termes à variables indépendantes ayant respectivement les formes 


rly te. + YpLps 
Ti} t+...+ LqVqs 
— (s — 5;) (En) e, — (En)ej-1- 


Les diviseurs (s — s;)% sont les dwiseurs élémentaires d'un certain déter- 
minant de degré 8S n — w — Sp — Sq que l'on a appris à former; & est 
l’ordre des premiers mineurs qui ne s'annulent pas identiquement dans le 
déterminant de la forme F; les nombres py, ..., p;, Js ..., Qu sont les 
degrés respectifs en s des relations a coefficients indépendants qui relient 
les dérivées partielles de F. 


14. St l'on considère deux formes quadratiques X et 2 aux mémes 
n variables æ,, ...,x,, elles ont mêmes déterminants que les formes 
bilinéaires 


et ces déterminants sont symétriques. De là résulte le théorème dé- 
montré par M. Darboux pour les formes quadratiques : 


Etant données deux formes quadratiques, on peut toujours en former 
deux combinaisons linéaires distinctes de manière que la forme 


(mL + nD)s+(m£+n3) 


soit décomposable en plusieurs groupes de termes ayant respectivement les 
formes suwantes : 
By Ly He + Tps 


TT (s ~— 5:) (82 )e,— (25), - 1) 


les variables x’, x et & étant independantes. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Janvier 1893. 4 
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et at Je determinant za — Ab est different de cera. ce est de seul di- 
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to 
SI 


viscur élémentaire du déterminant 


| OO ... OU 
00 ... vuo 
[P,Q]=:! -- , 
(luo... 000 
UO ... 000 


on peut dire que dans la forme précédente, il y a un diviseur élémen- 
taire «° ou (ap + bg} devenu indéterminé [§ V de la Theorie des divi- 
seurs élémentaires (Annales de l'École Normale supérieure: 1891)|. 

On peut alors considérer la forme du déterminant canonique du 
S V de la Theorie des diviseurs élémentaires comme étant tout à fait géné- 
rale. On aura donc dans tous les cas 


00... sm] 00 ... 060 | 
00 ... WO| 00 ... 00 

Vu, ... 00 | O0 ... 00 

10 00 


00 wee O0 


00 ... 00 





même quand certains diviseurs élémentaires u‘, uf, ... deviendront 
indéterminés. Cette indétermination correspond aux divers groupe- 
ments de lignes et de colonnes que l’on peut faire alors dans [P, Q] 
sans en changer la forme, ces divers groupements étant déterminés 
par les diverses formes des équations L;= o. 


17. Pour que deux formes f et > puissent être transformées en deux 
autres formes f' et 9’, ul faut et il suffit : 
1° Que le nombre w soit le même pour les formes 


F=— fs + 9, F'— f's+9'; 
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2° Que les degres en s des équations L;= 0, L;= 0 puissent être ra- 
menés les uns aux autres; 
3° Que les formes à déterminants non nuls 


FR et Fi, 


qui servent à achever les decompositions de F et F', aient les mêmes diviseurs 
élémentaires. 


Ces conditions nécessaires sont évidemment suffisantes, puisque l’on 
pourra ramener F et F’a des formes réduites identiques. En égalant de 
part et d'autre les variables correspondantes, on aura les substitu- 
tions qui transforment f et 9 en f” et 9’. 

On peut énoncer d’une façon synthétique le théorème précédent de 
la manière suivante : 


Pour que deux formes f et 5 puissent être ramenées a deux formes f' 
et 9", U faut et il suffit que les déterminants des deux formes fs + 9 
et f's + 9’ aient mêmes diviseurs élémentaires. 


Mais alors, dans cet énoncé, interviennent les diviseurs élémentaires 
indéterminés, dont la signification est fournie par les parties 1° et 2° 
de l'énoncé complet donné plus haut. 


I]. 


18. De la décomposition du déterminant 


AyA+ Oy ... anÀ+b,, : 


I Days + Dun ... Ann À + Dun 


en diviseurs élémentaires, on a déjà pu tirer un certain nombre de 
propositions interessantes. Nous nous proposons maintenant de revenir 
sur quelques-unes de ces propositions, et d'en ajouter d’autres. Toutes 
ces propositions seront des corollaires de la théorie générale. 


19. Pour décomposer A(A) en diviseurs élémentaires, on doit ré- 
soudre l'équation A(A) = 0; nous dirons que cette équation est une 
équation en À. 
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Parmi les cas particuliers de cette équation, tl y en a un assez im- 
portant pour que nous lui donnions une désignation spéciale. Nous 
appellerons équation en s une équation de la forme 


b,,+as Ds ... Din 
A(s) — bo, ba; + AS ... Dan =: 0, 
Ons Dns ... Dan + as 


où les coefficients sont réels et symétriquement égaux, et où l'in- 
connue s n'entre que dans la diagonale principale avec un seul et 
mème coefficient. 


20. Il y a une difference essentielle à établir entre une équation en A 
et une équation en s. Cette dernière a toujours n diviseurs élémentaires 
simples et réels. 

M. Darboux a démontré, par un procédé d'une grande généralité, 
au § VI de son Wémotre sur les formes quadratiques, que l'équation 
en s a toutes ses racines réelles et que tout diviseur (s — s’)? du 
premier membre A(s) ou B,(s) divise aussi B,(s), B,(s), .... B,_,(s), 
c’est-à-dire le déterminant A(s) bordé o fois, 1 fois, ..., p—t fois 
avec des arbitraires quelconques. Ces théorèmes reviennent à dire que 
le déterminant A(s) a tous ses diviseurs élémentaires réels d'abord et 
simples ensuite. | 

On peut suivre d’autres marches pour démontrer cette proposition 
analytique si importante. 

Considérons, par exemple, les deux formes quadratiques 


f=rxt+ri+...+ x}, 


Ÿ == DR VAR vk + 2 LA u8 Ta ¥8 (a, 3 = 1, 2, eeery n). 


Puisque la forme / ne peut s’annuler qu'en égalant à zéro toutes les 
variables x, si la forme 9 a ses coefficients A réels, il est nécessaire 
que le déterminant de la forme fs + 9 ait n diviseurs élémentaires 
simples et réels ('). Comme conséquence, les racines de toute équa- 
tion en s sont réelles. 














(1) F’oir la proposition de M. Weierstrass, au § VI, n° 52, de la Zheorte des diviseurs 
élémentaires. 
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21. La forme ordinaire de l'équation en s est 





As —-S is eee Ain 
A; Aya — § Aen 
Ani Ana Ann 





Plus généralement on pourrait appeler équation en s toute équation 
qui av diviseurs élémentaires simples et réels. Car, d'après la theorie 
des formes bilinéaires, on pourrait ramencr cette équation en s à la 
forme canonique | 

S — s; 0 Lae 0 | 





22. Les équations en À servent, comme on l’a vu, dans la théorie 
des formes bilinéaires ou quadratiques. Mais, partout où l’on trouvera 
des équations ou des déterminants A(A) en A, la discussion sera faci- 
litée par la notion de diviseur élémentaire. 

En voici un exemple intéressant, que nous avons déjà traité rapi- 
dement en appliquant la théorie des diviseurs élémentaires à la re- 
cherche des propriétés des intégrales des équations linéaires ('). 

On sait que l’on a identiquement 


(1) Lyıt. + dan SOV te + dans 


. 9 , . 
si l'on a les équations 


(2) D Cy ary t+... + Cin Ly 
; , , (i= 1,2, ..., 4”). 
(3) Vi Cait, + eee + Cain 
On aura de méme identiquement 
(1') X tr... +- Nan SH Nyy te. N, 
si l’on à 
| (2°) N= Gy Ny ee + Gina 


en EE EE U m U cn = —— ee = ne ee — — 


(1) Voir le § VII de la Théorie des diviseurs élémentaires. 
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et de nouveau les équations 
(3) yea Cuire + ni 
Peut-on ajouter 4 ces équations évidemment compatibles deux nou- 
velles relations de la forme 
(4) NX; = Ayr tee + inlay 
4 


! re ’ N Zur) 
) Na, 0) +. Kin Fn? 


Si les sept équations (1), (2), (3), (1°), (2°), (4). (4°) sont compa- 
tibles entre elles, il devra en ètre de même de leurs conséquences. 
En particulier, si nous éliminons les X et les X’, nous aurons l’équa- 
tion 

% Pi _— Lv a L . ' , J 

mY ii tye. + Ain Ln) = INT + + in Ty) 


ou encore 
(5) Sat, yı Zai;r;yi. 
Nous voyons donc que l'on devra avoir à la fois cette équation (5) et 
l'équation 
Lift + d'aYn = Lite din 


à la condition suffisante que l'on ait 


(2) wey ay tt... + Cin Lay 
(3) yi Cy, t+... + Caryn, 


c'est-à-dire que les substitutions (2) et (3) devront transformer à la 
fois les deux formes 


(I) | Za,xr,ıy;, el 327; 
dans les deux formes 
(II) 2a;jTj}i el 2xiyi. 


On en conclut que les deux déterminants 





I i=J 
| aj;— dei, | et | a’, — dex, | («= ? to 1) 
| O, lJ 


4 


auront les mémes diviseurs élémentaires. 
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Réciproquement, si les deux déterminants précédents ont les mémes 
diviseurs élémentaires, on peut, par des substitutions linéaires, trans- 
former à la fois les deux formes (1) dans les formes (II). Mais alors, à 


cause de la relation 
2r;yi— ry is 


il faut que la substitution faite sur les y soit inverse de celle faite sur 


les x, c’est-à-dire qu’on aura les relations (2) et (3). 
Ensuite, on peut écrire 


Narr L(Y) = ZX i 


4 j 
Yo, yy = ,/x 
y= Dy AijT; = Li 
‘ Î 


On doit donc pouvoir ramener directement les formes © y;X; et. 
é 


>: \° l’une à l'autre, en choisissant convenablement les relations 


entre les X et les X’. Or ces relations seront nécessairement (2), 
puisque les y satisfont déjà à la relation (3). 
Done les X’ sont lies aux X par les mêmes relations que les x’ aux x. 
On peut énoncer ces résultats de la manière suivante : 


St par le produit de dewx substitutions dont les déterminants sont | a;;| 
et |Cj| on passe des variables N aux variables x, et si l'on peut de 
même passer des mêmes variables N aux mêmes variables x par le pro- 
duit de deux substitutions aux determinants |C;;\ et a;;', les déterminants 





« 


ai; — eh | et Ai — Erp 4 | 


auront mêmes diviseurs élémentaires. 

Réciproquement, si ces déterminants ont les mêmes diviseurs élémen- 
taires, on peut déterminer une substitution |C;;! telle que les deux produits 
de substitutions |a,;| x |C;;| et |Ciy| x |a;| soient les mêmes, et alors 
les X’ seront lies aux X par les mêmes relations que les x’ aux x, les X et 
les x’ étant les variables intermédiaires. 
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23. Nous rappellerons aussi la discussion du système d'équations 
linéaires 


u | — , . | — ! 
Dai = Aji) (1 —=1, 2... ns ji, 2, eee /} )» 
t 


sachant que le déterminant 


Ay 4 eee Qin 


An: eee nn — ) 





admet les diviseurs élémentaires A‘, A%, ..., AR. 
Nous ne reviendrons pas sur ce calcul que nous avons donné d'après 
M. Horn (*). 


24. Les formules de réduction des formes bilinéaires ou quadra- 
tiques, étant tout à fait générales au point de vue algébrique, peuvent 
ètre compliquées d’imaginaires qu'il soit utile de chasser dans des 
questions sur les formes à coefficients réels, par exemple dans les pro- 
blemes de Géométrie analvtique. 

Considérons alors deux formes quadratiques P et Q a coefficients 
réels, et supposons qu'on puisse choisir deux constantes réelles get 
telles que le déterminant de la forme gP + AQ ne soit pas identique- 
ment nul. Si (a;p + b;g}iest un diviseur élémentaire quelconque du 


déterminant 
Aup + bug eee QinP + Omg 


Ani P 4- Oni] ... AnnP + Dan 
et satisfait à la relation ag + bh =1, on sait qu'on peut poser 
P =: S[ai(sse— A (EE), 
Q == [bi (et Se]; 


nous nous proposons de ramener ces formes à d’autres équivalentes ne 
renfermant plus d’imaginaires. 





(!) Foir lo § VII, n° 69, de la Théorie des diviseurs élémentaires. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome X. — Janvier 1893. 5 
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On sait qu’on determine les 5 par la formule générale (') 


Mi 5 
——l— + Eco + io +... 
Bo Bo: 5 : 


Dans cette formule ne s’introduit qu’une irrationnelle. Nous la repre- 


senterons par yc, c étant le même pour tous les £, quels que soient 
leurs indices inférieurs. Nous poserons donc 


et 


Em VC Sn 
quel que soit l'indice m. 
Soit (a;p + b,g)“ un diviseur élémentaire quelconque : 
x: b; . 
on » t , A , a . , 
ı° Sile rapport a, est réel, a;et b; sont réels en même temps, puisque 
l’on a a;g + bih =1. Il s'ensuit que les 7’ sont à coefficients réels et, 


si yc est imaginaire, il sera de la forme + 4y—1, de sorte que, dans 
les produits &5, l’imaginaire disparaitra. On pourra donc poser 


REIN 
en posant «= + 1 et en introduisant # dans £’. 
2° Si le rapport — est imaginaire, alors au diviseur élémentaire 
i 

(a;p + b;gq)“ en correspondra un autre (a;p + b;g) conjugué du pre- 
mier. De plus yc et Ve auront des valeurs conjuguées, et les & seront 
conjugués des =. Posons alors 

ai= a; +Vÿ— 14; a;= a; —\—1a;, 

bb; +f—15i, bib, —Y—10", 


Em — Em +V—I Em Em = Em —V—! En 
Nous aurons pour un terme quelconque de Za,(&5),, 


(a'+V—sa") (i +y— 182) (ip + V— 188) 


Se es me ee ee ae = ee En 


(1) Théorie des diviseurs élémentaires, $ 1V, n° 26. 
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ou encore 
(a'+ V—1a’) [CE Es — fats) +V— (2153 + 359)]. 


Nous aurons dans Xa;(££),. une somme de termes conjuguée de la 
précédente. En ajoutant, nous aurons l'expression 


un uf 


2a (Cs —E 228) — 2a" (= eat sig). 


Nous trouverons donc dans Ka;(23),, + YSa;l£:) 


\ ‘6 


la somme 
22a’ KEN — (EE ]— a" le 
Nous trouverons de même dans Sb,(££), + 26,(25),, la somme 
KEN. EN Ne. 
Nous traiterons de même les sommes 
— hi) et SEE) 


Il est sans intérêt de réunir ces résultats dans des formules d’en- 
semble; il n’y a lieu de retenir qu'un fait : c’est qu’au point de vue 
de la réalité il faut non seulement tenir compte des diviseurs élémen- 
taires (a;p + b;q)'i, mais encore des irrationnelles yc qui leur corres- 
pondent et qui peuvent modifier les signes. 

Abordons maintenant la discussion des équations en À qui se ren- 
contrent en Géométrie analytique, sans souci des imaginaires qui se 
présenteront; car nous saurons nous en débarrasser quand cela sera 
devenu nécessaire pour la discussion géométrique. 


25. Soit d’abord l'équation 


A+2A' B+2B! 
A,(A)= = 0, 
(Y=) Rap crc [T° 


qui correspond aux deux formes quadratiques 
P—Az! + 2Bry + Cy’, 
Q—A'zx'+2B'xy + Cy’. 


» Le déterminant A, (A) a deux diviseurs élémentaires À — i, et 
À — A,. On peut avoir A, = À. 
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Les deux formes pourront se ramener a 


2° Le déterminant A, 7.) a un diviseur elementaire double 7. — 7... 
On pourra poser 


P. = a,°N.N,— NN, — NN = 22,0, N2— \:. 
0. -— IN K- NN. = N,N, 


On voit que les formes P, et Q, ont en commun le diviseur linesire X,: 
on en conclut que les formes P et Q doivent avoir en commun un divi- 
eur de la forme zr + 3y. 

De la résulte que, pour qu'il v ait un diviseur lineaire commun à P 
et a Q, il faut et il suffit que l'équation en 7. ait une racine double, ou 
encore que l'on ait 


(AC — CA — BB Yt fs AC Bt AC Bt: 20 


Ol 
(AC — CA HAB — BA’ BC’ — CB = 0. 


On retrouve un résultat bien connu. 

Passons à la discussion géométrique, en partant des formules ré- 
duites que nous venons d'obtenir. 

a. À,(7.) a deux diviseurs élémentaires réels À — 7, et 7 — Aa: A, et 
7., sont de mêmes signes et yc, et ye, sont réels. 


On a 
p= dy N37 + A, NG. 


Q=— X? — 2. 


Les deux faisceaux de droites représentés par les équations P = o, 
Q = o sont composés de droites imaginaires conjuguées. 
3. Mémes hypothèses, mais yc, et yc, sont imaginaires. 


On posera 
P=—A,XP+ 4,NY, 


Q= X? +X. 


Mémes résultats que dans le cas précédent. 
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+. Mémes hypothèses, mais yc, est seul imaginaire. 


On posera 
P —2,X!—a, X32, 


Q= X?—X}. 


Les quatre droites sont réelles. 
à. À, et À, sont de signes contraires et yc, et yc, sont réels. 
On a 

P = A,X? — 2,X2, 

0 — Xi + Xi. 


Les droites du faisceau P sont réelles, celles du faisceau Q sont ima- 
cinaires conjuguées. 
e. Mömes hypotheses, mais yc, et yc, sont imaginaires. 
On posera 
P—— 3, NEE AX? 


Q:-=— xy — Xj, 


Mémes résultats que dans le cas précédent. 


¢. Mémes hypothèses, mais yc, est imaginaire. 
On posera 
P =—2,Xi--2,X3, 
Q=- Ni -++ XY. 


Les droites du faisceau P sont imaginaires conjuguées, celles du fais- 
veau Q sont reelles. 

r. A, et A, sont imaginaires conjuguées; alors yc, et yc, sont aussi 
imaginaires conjuguées. On posera 


P == 2 fois partie réclle de (7’-+ 2°V—1) (X'+ XV 
ou encore 


P = 2 fois partie réelle de (+ MY 1) (X— X"4 2X/X"V—1) 


ou encore 
P = 29 (X?— X"2) — 40 X'X", 


De même, on aura 
Q — 2(X'?— X"1). 
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Donc les faisceaux P et Q se composeront nécessairement de droites 
reellen, 

On voit que, lorsqu'il ya deux droites imaginaires conjuguees for- 
nant un faisceau, les racines de l'équation en A sont nécessairement 
réelles, ce qui est d'accord avec le théorème de M. Weierstrass (' )- 

), J,et7., sont égaux. Ona 


PO 4,(X2+4X2),  Q=—(X?4+ Xb. 


Alors P et Q ne différent que par un facteur constant. Il est facile 


de voir que l'on a 
A B C . 
| rr A 


Tous les mineurs du premier ordre de A,(A), c'est-à-dire tous ses 
éléments, s'annulent à la fois. 

Les deux faisceaux P et Q coincident. 

t. O,(A) aun diviseur élémentaire double À — A,; A, est forcément 
réel, Suivant la réalité de Ve,, on a 


P + (2A, X, Xe + X?), 
Q 2 G2 aX, X. 


Les deux faisceaux ont une droite commune. 

Nous avons donné tout le détail de la discussion géométrique pour 
servie d'exemple dans les questions analogues que nous traiterons plus 
loin et sur lesquelles nous n'insisterons pas. 

Encore quelques mots sur la question de Géométrie. Pour que les 
quatre droites des faisceaux P et Q forment un faisceau harmonique, 
il faut etal suftit que l'on ait 


a, -+ Ay "70 
ou encore 
AQ CA = ABR. 
(est une condition connue, 
Dans le cas où lon à un diviseur elémentaire double et où les quatre 


N Beene dev avons clometares, SVE n° 32. 
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droites forment un faisceau harmonique, on a nécessairement 
(AC — B?)(A'C'— B*)— 0, 


c'est-à-dire que l’un au moins des faisceaux doit se composer de deux 
droites confondues. On en conclut la condition précédente 


AC' + CA’= 2BB’, 


qui est donc tout à fait générale. 

L’equation en s est un cas particulier de l'équation en A: celui où il 
ya deux diviseurs élémentaires réels. 

Un théorème d’Algebre a autant d'applications que l’on peut donner 
de significations géométriques aux lettres qui entrent dans les iden- 
tités. Par exemple, au lieu de considérer, dans P et Q, les lettres x 
et y. comme des coordonnées cartésiennes, on peut les considérer 
comme des coordonnées tangenticlles. On aura alors à étudier les re- 
lations de position entre quatre points sur une droite. 

Enfin faisons une dernière remarque. Les quatre droites (ou les 
quatre points) sont réelles dans deux cas: 1° A, et A, sont réels et 
l’une des quantités yc est imaginaire; 2° A, et A, sont imaginaires. Il 
est facile de voir que, dans le premier cas, deux droites d'un faisecau 
comprennent une droite de l'autre, et que, dans le second, les deux 
faisceaux forment des angles intérieurs ou extérieurs l’un à l’autre. 
A ces résultats correspondent les signes du discriminant de l'équation 
en A, c'est-à-dire ° 

(AC'+ CA'— 2 BB’)?— A (AC — B?) (A'C'—B*), 
ou encore | 
(AC'— CA’)? — 4(AB'— BA')(BC'— CB’). 


Ces résultats sont encore bien connus. 


26. Nous ne donnerons aucun détail géométrique dans l'étude de 
l'équation 
AuÂ+ Bis AuÂ+ Bis As + Bis 
A3 (À) =| AoA + Be, AsoÀ + Bar AgsA + B:s | = 0. 
AyA+ Bs, Ajs2A+ Br Az3A4+ Bas 
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On sait qu'elle intervient dans la recherche des sécantes communes, 
ou des points de rencontre des tangentes communes à deux coniques. 

Les cas principaux de la discussion seront les suivants : 

1° Le déterminant a trois diviseurs élémentaires À — A, À — Ag. 
1. — A,; on peut avoir deux ou trois des quantités À,, À,, A, égales 
entre elles. 

On pourra ramener les deux formes 


P = 2Aqn 7h + 22A03Tars, 
Q = 2Bagrh + 22 Ags rary 
aux formes 
P, = i, X? + 2 X2 + À: X3, 


Q,=— Xi— Xi — Xi. 


Dans ce cas rentre celui de l'équation en s, A,(s) = o. 
2° A,(A) a un diviseur élémentaire double À — A, et un simple 
A — hg. On peut avoir A, = À. 
On posera 
P,=:2, (XX XX) + X242%,X2, 
Qi = —(X,X.+ KR) X. 


3° A,(A)aun diviseur élémentaire triple À — A,. 

On posera 
DP, (XX + X + XX) + (Xi + Xe), 
Q,= — (X, X, + Xi+X;X,). 


4° Si les formes P et Q dépendent bien à la fois de trois variables 
indépendantes, on ne peut pas supposer que les mineurs du second 
ordre soient tous nuls à la fois, mais on peut supposer que ceux du 
premier ordre s’annulent tous en même temps et identiquement. 


Dans ce cas, on poscra 
P, = X,X, 


Q,= X,X). 
27. Discutons encore rapidement l'équation 


AyA+ Bi AwA+ Br AyyA+B, Ay+By 
AyA+ Be AgA+ Bi. AssÀ+ Bas As + Ba 
Ay A+ Bs, AssÂ+ Ba As3A+ By; Ayu-+ Bs, 
Ay A+ Bus Au + Bu AsvsA+B,,; Au + Bu 


A, (À) = 
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Elle intervient dans la discussion de l’ıntersection de deux surfaces 
du second ordre. (Pamvix, Nouvelles Annales de Mathématiques; 1867. 
1868. ) 


Premier cas. — Le déterminant A,(A) a quatre diviseurs élémen- 
peuvent être égales les unes aux autres. 
On ramènera les formes générales P et Q à 


P,—),¥? + Ni HI; + 2, X3, 
Q, = — X?— X}— X?— N?. 


Dans ce cas rentre celui de l'équation en s. 


Deuxième cas. — On a un diviseur élémentaire double À — A, et 
deux diviseurs simples À, — À,, À — A,. Les quantités À,, Ay, A, ne 
sont pas nécessairement distinctes. 

On posera 

P,— 2 (Ni ka+ XX) HN HONNEF INS, 
Q,=—(X,X.+X,X,) — Ni — X2. 


Troisième cas. — On a un diviseur élémentaire triple À — A, et un 
diviseur élémentaire simple À — A,. On peut avoir A, = À.. 
On posera 


P, =A, (X, X, + XI HN, N) HN N, HN, X, + 4, N32, 
Q,=—(X,X,+ N°5 + \,X,) — Xz. 


Quatrième cas. — On a un diviseur élémentaire quadruple À — A,. 
On posera 


PA, (XX, + X,X,+ NX, Ne + X,X,) +(X,X,+ x: r \: ki), 
Q, = — (XX, + X,X3-+ X,X,+ X,\,). 


Cinquième cas. — On a deux diviseurs élémentaires doubles À — A, 
et À — À,. On peut avoir A, = Ay. 
On posera 


P,—= (XXe XX) + Xi + (Xi + Xi) + NG, 
Q, = — X?— Xi. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3¢ Serie. Tome X. — FEVRIER 1893. 6 


12 L. SAUVAGE. — COMPLEMENTS A LA THÉORIE, ETC. 


Siriéme cas. — Si les formes P et Q dépendent bien toutes deux à 
la fois de quatre variables indépendantes, on ne peut pas supposer les 
mineurs du second ordre de A,(7.) tous identiquement nuls, mais on 
peut faire cette hypothèse pour ceux du premier ordre. Dans ce cas, 
ona 

P,- NaN, + NG, 

Q,- NX. NG. 
Il est entendu que l'on a préparé les formes P et Q pour l’application 
de la théorie générale. 


28. La discussion précédente s'applique a la classification des de- 
veloppables eirconscrites à deux surfaces du second ordre. Il suffit 
d'interpréter les équations dans le système des coordonnées tangen- 
tielles. 


SUR LA 


DÉTERMINATION DES AXES 


DANS 


LES COURBES DU TROISIÈME ORDRE, 


Par M. S. MANGEOT, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE TROYES. 


Soit, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, 
SANTE 0 
l'équation entière, à coefficients réels, d'une cubique autre qu'un 
système de trois droites parallèles. 
Si les deux constantes 


0 ( PF oS), b— d (Pf , of) 


"rl opt, ~ dy \our vt, 





\ 


ne sont pas nulles à la fois, la cubique ne peut avoir plus d’un axe, et, 
quand cet axe existe, il peut ètre représenté par l'équation 


9 


ef df ous PP _ 
ab (0 u) 0 Fr Pa 


lorsque les trois directions asymptotiques de la courbe ne sont pas 
confondues et, dans le cas contraire, par la formule 


Si les constantes a et b sont nulles toutes les deux, soient « et 6 
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les valeurs de x et y qui vérifient les équations linéaires 


A [AS oF ( of \? _o LA TR 52 ( of \® _, 
dx {drt dy? \orgr/ |" Ar Lax? dy? 3205) u 
valeurs qui sont ici finies et déterminées. Quand on n'a pas à la fois 


Of __OI__ . . . , 
3x — % 93 — o, la cubique a au plus un axe, et, s’il existe, son équa- 


tion est 


) d 
(7 — DE (9 = BSE =o. 


; . , Of of 
Lorsqu on a simultanément © =o, a3 — 


axes, qui sont définis par la formule 


o, la courbe admet trois 


2(» — 3, x — r)=—o, 


o(x,v) désignant l’ensemble des termes du troisième degré de 
Sr) C). 


On peut encore faire usage du théorème qui suit : 


Quand l'un des nombres a, b est different de zero. pour que la cu- 
of 
dr 
un facteur F de la forme bx — ay + const.; et l'équation de l'axe est 


. . . . . 0 
bique ait un axe. il faut et il suffit que l'expression 6 = — a admette 


F — o. 


Dans le cas où l'on a a — 0, b= o, la condition pour que la courbe 
ait au moins un axe est 
„(HF “f\ _o 


2193" — Oz 


(1) La question peut être considérée comme résolue. parce que. étant donnécs les 
équations d'une droite et d'une courbe algébrique. on sait reconnaitre si la droite est ou 
n'est pas axe de la courbe. 


SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 


DE 


QUELQUES SURFACES ALGÉBRIQUES, 


Par M. X. STOUFF, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


Ce Travail a pour objet l'étude des lignes asymptotiques de quelques 
surfaces. Je m'étais proposé d'abord de déterminer les surfaces sur 
lesquelles les lignes asymptotiques forment deux systèmes analytique- 
ment distincts; le discriminant de l'équation du second degré qui 
donne, en chaque point de la surface, les directions des asymptotes 
de l’indicatrice, doit être alors le carré d’une fonction douée sur la 
surface d’une valeur unique, mais pouvant avoir deux valeurs pour 
les points situés en dehors. Ce discriminant n’est autre que le hessien 
a un facteur carré pres. Ce dernier polynôme considéré comme fonc- 
tion des trois coordonnées d’un point de la surface, augmenté d’un 
multiple convenablement choisi du premier membre de l’équation de 
cette surface, doit être un carré parfait. Dans le cas des quadriques, 
le hessien est une constante; les deux systèmes de lignes asympto- 
tiques ou, ce qui revient au même, les deux systèmes de génératrices 
rectilignes, sont séparés par l’adjonction de la racine carrée du hes- 
sien. Cette remarque m'a engagé à chercher si cette propriété des sur- 
faces du second ordre ne pourrait pas être communiquée à des sur- 
faces du troisième ordre cnveloppées par des quadriques. J'ai obtenu 
incidemment une classe étendue de surfaces du troisième ordre dont on 
peut déterminer les lignes asymptotiques à l’aide des fonctions ellip- 
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tiques. Une partie de ces surfaces jouissent de la propriété désirée. 
Enfin j’indique quelques autres surfaces répondant à la question. 
Soit 
f(x, ¥, 5) =Az? + A'y + A's? + aBys 
+2Bors+ 2B’ry+20r4+2C' y+ 20's +F=0 


(1) 


l’&quation d’une quadrique. Soient X, Y. Z les demi-dérivées partielles 
de f(x, y, 5); les lignes asymptotiques sont déterminées par les deux 
équations 

(2) Xdr + Ydy+Zd::- 0, 

(3) Adr? + A'dy?+ Adi + 2B dy ds + 2B' dr ds + 2B" dr dy — 0. 

En éliminant ds entre les équations (2) et (3), on obtient l’équation 


gy | (ATX? aB'XZ + AZ) dat + a (ATXY — BXZ — B'YZ + B°Z:) de dy 
(4) | + (AV? — a BYZ + A’Z!) dy? = o. 


Le discriminant de cette équation est, en faisant abstraction du fac- 
teur Z? égal a 


A BY BX 
Be A BOY |, 
PBB A zZ 
-X YŸ Z O 


en tenant compte de l'équation (1), ce déterminant se réduit à 


A B’ DB 6 | 
B’ A’ BC 
= Hi, 
B' BA” C’ 
Cc C' CF 


c’est-à-dire au hessien. Les lignes asymptotiques ont donc pour équa- 
tion différentielle 


dy _ -A’XY+-BXZ+-B'YZ— B’7 +7yH 


de A"Y? — 2BYZ + A'7: 


Les deux systèmes different donc par le signe de VH. En désignant 
par H, par exemple le mineur du déterminant H relatif à A, cette 
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équation peut s’écrire 


(5) Pere + Hew + Hey Ur = (Bie + By + Ate + CVE 
dr — Hrx?-+ 2er — Hy 

L'équation des lignes asymptotiques sous forme finie est, en désignant 
par m un paramètre arbitraire, 


Her — Hez — Hey + Wp + (Bie + By + A'S + C)VA 
Hye? — aller + My 





(6) m — 











Considérons les surfaces Z du troisieme ordre représentées en coor- 
données tétraédriques par l’équation générale (') 
(3) (tsa + 3t+u)(ar + by + cs + hu) + (mx + nv + ps + gu) =o. 
Cette équation peut s’écrire 


[rt +ot+st+ ut — 3}(mx+ny+psz+qu) 


(=) | — 3(mr+ny+pszs+qu)(ar+by+cs+hu) 
| | ar + by +es + hu} (aaa by + cs + hu) 


+fmr+nry + ps+qu+i(arx + by +cs+hu)} =o. 


Les équations obtenues en égalant à zéro les polynômes contenus 
dans les crochets représentent la première une quadrique Q, la 
seconde un plan P. Le long de l'intersection de P ct de Q, X a avee P 
un contact du second ordre; les directions des lignes asymptotiques 
sont donc les mêmes pour Q et pour &. Or le hessien de la quadrique 
Q ne dépend que de A; nous le désignerons par H, soit 


@+ bh? --c +h? =: A, 


(8) ME + n? a- p? + g?=M, 
am + bn + cp +hq =S, 
(9) NM 395(AM — St) — GA — 12 SX — 12 M2 +4. 
4 


ts i eee ee ee me — 


(1) Dans une Note présentée à l'Académie des Sciences en décembre 1885, M. de Saint- 
Germain signale ces surfaces comme possédant une infinité d’ombilies. (Voir Comptes 
rendus.) 


4s X. STOUFF. 


Si l'on exprime que ce polynôme est carré parfait, on trouve les 
relations 


SA — 27 M; 


(10) S — 7 36 


2°47 — 25.37 AMP + 3°M° — 0. 


Lorsque ces deux dernières relations sont satisfaites, les systèmes de 
lignes asymptotiques sont distinctes. Remarquons que l'équation de = 
peut être mise sous la forme (7) de bien des manières. Il ya une infi- 
nité de quadriques Q. En rapportant l’une quelconque de ces quadri- 
ques à un tétraèdre conjugué, l’équation de Z prendra la forme (7). 
Les quantités A, M,S restent invariables lorsque, sans changer la qua- 
drique fondamentale, on passe d’un tétraedre conjugué par rapport à 
cette quadrique à un autre tetraedre conjugué; la quantité AM — S? 
est un invariant pour toutes les quadriques Q. 

Pour former l'équation différentielle des lignes asymptotiques, pre- 
nons pour coordonnées sur la surface les quantités définies par les 


équations 
(11) mr +ny+ps +qu+i(ar +by+cs+hu)—=o, 
(12) ar+by+es+hu =pu. 


Cette équation devient 


p?[ — SA p?(AM — S? — Mh? — Ag? + 28hq7) + 23 p?(A — 1%) 
+ 3A?p (Ag — Sh) + 3hp?(M—q?)—6An(MhA—Sq) 
+ 3A (AM — 8?) — pt + 2hp — Al] di? 
+R[Ap(Ay— Sh)+ 322 p(Sq— MA) + 33°(AM — 8?) 
4- 2hAu —2A4+ 2qgp—258]dh du 
+ [23(AM — S*) — Ad? — 282 — M] dp? =o. 


(13) 


Le discriminant de l'équation en oe est égal à 
LEA (AM — SH) — AR — 1282! — 19 MA + 4] 
(14) x CA CAM — S— Mh? — Agt+aShqg)+ MA) +a(hg —8) + 7?—M) 2? 
—ap[A(Aq— Sh) —MhA+8q] -AM + S2|, 


a[2 (AM - 
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et les lignes asvmptotiques sont représentées par l'équation 


St). A22— 282 — M]du 


‘ps p(Aqg--Sh) + 32%p(Sq— Mh) + 372(AM —S*) +ahiu—24)+2q7p—38 


(16) 


+ VA (AM -- 82) — GAS — 1282? — 1a M2 + 4 
x VAE — S!_ My? i Aq? + -ahgS) + d2(h?— A) + arg —S)+q? —M]p! | 


— 2[7(&9 — S/) — MA+Sg]ak - AM +S! 


La seconde irrationnalité n’est, pour ainsi dire, qu’accidentelle et tient 
au choix de la coordonnée u. sur la surface. Elle se présente quand on 
. rey 3 . on 
veut exprimer —» =, - en fonction de À et de pw. Voici, par exemple, 
u u ut 


l'expression de ”: 
dl 


yLe(am + bn) — p(a? + blu + |p(am+bn)-- c(m?+n*)]p 


AM -- S?— MA? — Aq? ahqs 


aia 


R(?, w) désigne le polynôme qui figure dans (15) sous le second 
radical. Soient 2 une nouvelle variable et z(A) le polynôme deter- 
minés par les équations 

A(Ag—Sh)+Mh --3q 


1m) Roy Lam ISO MA Sg, 
VA, Bp V EAN P 
(18) (2) -- 32 (AM -- St) GAZ — 1252? — MD + 4. 


Il est interessant de remarquer que 9’(A) est le discriminant de 
R(A, w) considéré comme fonction de &. L'équation des lignes asym- 
plotiques devient alors, apres la suppression du facteur, 


AM — 3S? — MA? — — Ag? -- ahs 


Ct + 
i „(AM — — St) 


9'(d), 


qui, égalé a zéro, constitue une solution étrangère 
2[23( AM — St) — A? — 282 —M] de 
+ [Vo (2) VS: -- AM — 372(AM — 8?) 9A) + aS|ed. "Oo 
ou plus simplement 


2 __ 
adt _ og") = VBC) SS AM) D 
l o' (A ) o (4) 
dan. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome X. — Févries 18y3. 


a 


| 


| — pq( FO cam oe od Sp) en Ce +n)+(an —bmyR(,| HN. 


| 
| 


mn 


d).-_o. 
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et 
„ fes — AM a) 
(19) ee Fir 

FA) 
L'ensemble des deux variables À et VS (À) définit un systeme de fone- 
tions elliptiques. Les invariants g, et g, sont donnés par les for- 
mules (') 


(20) S2— 0; 
(21) Zs = 3283 — 36AMS — 27 AM + 25 MS? — 4 A. 


I] résulte de la nullité de g, que ces fonctions elliptiques admettent la 
multiplication complexe par une racine cubique de l'unité. ou, ce qui 
revient au méme, la cubique plane correspondante est équianharmo- 
nique. En posant 


— = ._. _ — du, 
ve) 
90 
PA) 
F(u) désignant une fonction doublement périodique de x douée de 
huit infinis dans chaque parallélogramme des périodes. Désignons-les 
par 2,(t=1, 2,..., 8), l'équation (19) devient 


on aura 
= F(a), 


sian = eure 


t=1 
s désigne la fonction de M. Weierstrass, B; des exposants fixes. 
Quand 9(A) est carré parfait, posons 
0(2) == 3(AM — S?)P?, 
P étant un polynôme du second degré en A; les deux systèmes de 
lignes asymptotiques sont alors représentés par les équations 


0? — 
pp — CPE 3, 


où C est une constante. 


— +e. —- — - - —— - -- .o—_. 


(1) Foir WEBER, Elliptische Functionen und alsebraische Zahlen, p. 13. 


SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES DE QUELQUES SURFACES ALGEBRIQUES.  D1 


Hf. 


Voici quelques exemples de surfaces du quatrième ordre sur les- 
quelles les lignes asymptotiques sont distinctes (*) : 


1° 


su = xp}; 


les lignes asymptotiques ont pour équation 


y ur \ —2+y3 . 
9° = :50(-- ) suit + Out y? + pt; 
u u | j 


les lignes asymptotiques ont pour équation 





r+ yt airy = Cu; 
dans ces deux équations, C est une constante arbitraire. 
3° c+ Cry + yy? — 637% = 0; 


les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle 


dy __- 1623 y? nl + Saxby? —S5axrtyt— y*)y 3 

dx Bus + 32 y? + gt} + y 
équation homogene et qui s’integre sans difficulté. 
fo 


4 rest Ory? + yy + st + 657 u? uno, 


les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle 


Zar (+85) — (SH) + dary?) (Sty HE (29 +35) (2? -— v2) (5? —1) 





(ri + 35)? (0? + y?) + (3? +:1)(3arty Hy) 
IV. 


On peut encore obtenir des surfaces sur lesquelles les lignes asym- 
ptotiques forment deux systèmes distincts, par le procédé suivant. Ima- 


(1) Les surfaces indiquées dans ce paragraphe rentrent toutes dans la catégorie de 
celles dont les lignes asymptotiques peuvent être déterminées par le procédé de M. Jamet. 
(Annales de l’Ecole Normale, 1887; PicArp, Traité d’ Analyse, p. 403). 
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ginons des surfaces S dependant d’un parametre arbitraire A, el sur 
lesquelles les lignes asymptotiques soient déjà distinctes, par exemple 
des surfaces réglées d’ordre supérieur au second. Si ces surfaces ont 
un contact du second ordre avec leur enveloppe, cette enveloppe 
jouira de la même propriété. 

Exemple : 


(22) rsu+ yo. 
Cette équation peut s’ecrire 


Vets —)2[v3(3 + K) +) yt 3 + 3K) — rat - 3K1 Rea 


—-(vr—4Ku)(y- Ru)’-=o: 


K désigne une constante indéterminée. Nous en disposerons de telle 
sorte que le multiplicateur de A dans les premières parenthèses ait un 
facteur double. En désignant par P et Q des polynémes linéaires, l’equa- 
tion prend alors la forme 


(r?5 — Pi Qu —ır — hui y — ru} = o. 


La surface 
rs — y] P?O TE oO 


est évidemment réglée et admet pour enveloppe la surface (22). Cette 
surface présente donc des lignes asymptotiques formant deux systèmes 


distincts, pourvu que l'on adjoigne les valeurs de K ('). On trouve 
pour ces valeurs 


et la surface peut être regardée de deux manières différentes comme 
l'enveloppe de surfaces réglées du troisième ordre. Les lignes asvm- 
ptotiques se déterminent d’ailleurs sans difficulté. 


_— _— — — — . _ -  —— ee ee nn - - - — m ee ee ee — — 


(1) J'entends ici l'expression adjoindre au sens où elle est habituellement emplovée par 
M. Kronecker. 


SUR UNE CLASSE 
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 


Par M. E. VESSIOT, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


Nous nous proposons d'étudier les équations différentielles du pre- 
mier ordre 
dr 


yo F(:r, t). 


(1) dt 


qui jouissent de cette propriété que leur intégrale générale a s’ex- 
prime, en fonction d’un certain nombre d’intögrales particulières 


(2) Li WER ee eg TU 


par une formule, connue ou inconnue, 
(3) DZ (ri... Lalla), 


qui subsiste lorsqu'on y remplace les intégrales (2) par 2 autres inté- 
grales particulières quelconques. 

En d'autres termes, il s’agit des équations du premier ordre, qui 
possèdent ce que l’on peut appeler des systèmes fondamentaux dinte- 
grales. Nous montrerons que ces équations se ramènent, par un chan- 


gement de fonction 
riz o(X), 


à des équations linéaires du premier ordre avec ou sans second mem- 
bre, ou à des équations de Riccati, résultat qui a été démontré par 
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M. Königsberger ('), dans le cas où la relation (3) est algébrique en 
Uy, cr, Cy. Nous indiquerons ensuite comment on peut les caractériser 
et en ramener lintégration soit à deux quadratures, soit à l'intégra- 
tion d'une équation de Riccati (7). 


I. Nous démontrons d’abord un lemme sur les groupes de transfor- 
mations. Il résulte des propositions fondamentales de la théorie de 
M. Lie, que la condition nécessaire et suffisante pour que les équa- 


tions 
Lise. es Pa] ys ces Ar) (£—1,2,...,2) 


définissent un groupe à r paramètres est que /,, /., ..., f, soient les 
n intégrales d’un système complet de la forme 


on. f + Of 7 | 
BETEN u Eu) jr + Yi Sue. un ar —2 0 (h=1,2,...,7). 
t— 1 ki 


qui se réduisent respectivement à X, 2, ..., æ,, quand on y donne 
aux a certaines valeurs particulières a}, ..., a). On doit supposer, de 
plus, que le déterminant des fonctions 3,, n'est pas identiquement 
nul. 

Cela posé, soient 


(4) Wi Si (Ly ss nl is... An) (¢ —1,2,...,”) 


les équations d’un groupe simplement transitif; et faisons-y le chan- 
gement de parametres 


(5) Di fiat, ..., ro] ay, ..., an) (£-_1,2,...,n); 
les nouvelles équations du groupe 
(6) 27 Bi Lis ce Wy | dir - - On) (£=-1,2,...,N) 


sont telles que g; se réduit à D; quand on y remplace x,. ..., x, par 


(1) Acta mathematica, i. I. 

(2) Ceci prouve, comme nous Tavions annoncé, que les équations du premier ordre 
que Pon rencontre dans l'application de notre méthode d'intégration des équations 
linéaires peuvent être remplacées par des équations de Riceati. (Voir „Irre. de l’École 
Norm., 1892.) 
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æ,..., 2). Or, d'après le théorème précédent, les g sont intégrales 
d'un système complet 


n 


0 
nis cs Dn) + N Barlbı, un bn) Se 0 (A 1,2,...,n); 


N = 
frire 


1=1 ki 


et, de plus, le groupe (4) étant transitif, le déterminant des £,; n’est 
pas identiquement nul. Donc, toujours en vertu du même théorème, 
les équations 


(7) bi Bay eee Un | Ory ---, On) (Ü 1,2,...,n) 
définissent un groupe aux paramètres z,,..., 2,. C'est le résultat que 


nous voulions obtenir. 


2. Revenons à l'équation (1). De la propriété que nous lui suppo- 
sons résulte que les équations 


Wy f(y eee Pa] Ge) (Ü1,2,...,2) 

définissent un groupe simplement transitif. Si donc l’on pose 

bi frs, , TRL AG), 
on aura des équations analogues 

di Gi ces tn | Di); 
et, en vertu de notre lemme, les équations 

D gris... Zn] OZ) 
définissent elles-mêmes un groupe, ce qui revient à dire que la seule 
équation 

b= gris... , Tn:0) 


définit un groupe. On peut donc supposer que, dans la formule (3), 
la constante d'intégration a est tellement choisie que l’équation 


(8) A’ f (Li, 2009 Ln | @) 


définisse un groupe aux paramètres æ,, ..., X. 
Or M. Lie a démontré qu'il n’y a que trois types de groupes à un 
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paramètre : le groupe linéaire homogène, le groupe linéaire général 
et le groupe projectif. Donc, par un changement de variables conve- 


nable, 
a==9(c), a'= 9(c’), 


l'équation (8) prendra l’une des trois formes 


C= CG (ayy ..., da), 
Crue (tr ed) + Ga (04, or) Xn), 
Ion CI (ay... En) + Belkin Ln) 


{ .— ee — —  ——— ——- — 


Ola.) + OR... En) 


Cela revient à dire que l'équation (3), qui définit l'intégrale générale 
de l'équation (1), prend, par le changement de fonction et de con- 


stante 
-. O(N), a-~9(e), 


l’une des trois formes 


X cal!) + (0), 


, _ CH) + ot) 


— | 


| cat) + 2,(4) 
et que, par suite, le changement de fonction 
x=29(X), 


appliqué à Péquation (1), fournit une équation linéaire sans second 
membre, ou avec second membre, ou une équation de Riceati. C’est le 
théorème annoncé. 

La réciproque est, du reste, évidente, en vertu des propriétés bien 
connues des équations linéaires ct de l’equation de Riccati. Elle 
montre enfin que le nombre rn des intégrales d’un système fondamental 
est 1, 2 ou 3. De là trois classes d’ équations que nous allons étudier 
successivement. 


3. Equations de la premiere classe. — L’équation (1) provient, par un 
changement de fonction 
æO(N\), 
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d’une équation linéaire sans second membre 


dX _ 
(9) + P(t)X == 0. 


On a done 
F(a, ¢)=— P(t) X 9'(X), 
c'est-à-dire que F est le produit d’une fonction x par une fonction de /, 
ce qui s'exprime par l'identité 
OlogF _ 
Ox dt 


ou 
OF _ OF OF _, 
dxdt dxdt” —° 


Réciproquement, st cette condition est remplie, l'équation (1) est 
une équation de la première classe, et s’intègre par deux quadratures 
indépendantes. On a, en effet, 


F(2z,¢)= P(t) (2), 
et l’on pourra prendre 


P(é) = AF(2, ¢), dr) = AF (0, lo) 
k et & étant deux constantes satisfaisant à la condition 


kk' F(x, lo) ZI. 
Posons alors 


Wx)=-x&, 
c’est-à-dire 
dx 
X — AT 


et cette équation définira le changement de fonction qui ramène 
l’équation donnée à la forme (9). D'autre part, la proposée s’écrit 


dr _ ; 
(a) =P(t)de; 


ar _ 
Kop =f Peat. 
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d'où l’intégrale 
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En resume, les équations de la premiere classe sont celles où les variables 
sont séparées. 


4. Equations de la deuxième classe. — Si l'équation (1) provient 
d’une équation linéaire avec second membre 


ay . | 
(10) À + P(OX = QU), 


par un changement de fonction 


ona 
Fi, ¢) = — P(e) X HN) OH) oN). 


F est donc intégrale d'une équation linéaire du second ordre, dont les 
coefficients sont fonctions de x seul. De plus, deux des intégrales de 
cejte équation 


d?y . .dy 
(11) Ir + h(a) + p(s) y= 0 


sont 
Ji XZS(N), Yatra y'(X), 


et sont, par suite, liées par la relation 


c'est-à-dire 
(12) H,=zyıyı —-Yı). 


L’équation (11) a donc cette propriété que le déterminant fonctionnel 
de deux intégrales est une intégrale; on en conclut sans peine 

p(w) = (x). 
Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis qu'on peut 
trouver deux intégrales de l'équation (11) vérifiant la relation (12). 
Soient, en effet, 3,, 5, deux intégrales quelconques: on a, par hvpo- 
thèse, 


(13) 323, — 3,5, = 05,+ D: 
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et si l'on pose 


I 
J2= as, +b:, ye 57! 


on retombe précisément sur la relation (2). (si b était nul, on pose- 
. I 
rait = oo woe 
vm a 2) 
Supposons donc que F soit intégrale d’une équation de la forme 


d*y 


dx" 


. d 
(14) 1 (æ) SE + (2) = 0: 


F(x, ,), F(z, ¢,) en sont deux intégrales, et l’on a une identité 
F(x, ¢) = Ay(¢) F(z, 4) + As!) F(z, ta), 


où l’on déterminera A, et A, en donnant à x deux valeurs particulieres. 
On a de plus une identité de la forme 


F(.r, t:) F(.r, ¢;) 


et 4) — = aF(x, 4) + OF (.r, ty), 


OF(r,t) 
dr 


où les constantes a et b se déterminent de mème. Si l’on pose alors 
I 
vet aF(.c, t,) + OF (2, 4), y= „ro ty), 
on a enfin une dernière identité de la forme 
Fir, ¢) =— PC) ri + Q(t) v2. 
où Pet Q sont connus, et où y,, y, verifient la condition (12). L’équa- 


tion 
X— 
J: 
définit alors un changement de fonction qui transforme l'équation 


donnée en 
dx 


dy 
_..—f— P _.fA 
de = [- P(ori+ Q(O rs] dr 7; 
ou, à cause de (12), 


ax 
= x [— P(4)y,+ Q(e) ye], 
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c'est-à-dire en Péquation (10). Celle-ci s'intègre des lors par deux qua- 
dratures superposées. 

En résumé, les équations de la deuxième classe sont celles pour les- 
quelles F est intégrale d’une équation linéaire du second ordre à coeffi- 
cients en x telle que le déterminant fonctionnel de deux intégrales en soit 
une intégrale ; elles s'intègrent par deux quadratures. 


Remarque. — On peut traduire cette condition par deux identités 
entre F et ses dérivées. F satisfaisant à l’équation (14), il en est de 


meme de # Ir Fr de plus, Fet — “ sont deux intégrales indépendantes, 
sans quol | 
Apr _dFdF_ 
II dc dt 


et l'équation scrait de la première classe. On doit done avoir (et cela 
suffit) 


LA ay PF 0?F ar 
AC) = =,(5 ) 


À dx’ Ox vtt dx drdt} 


Les conditions annoncées sont donc 
0? logA , 
ZA 
ox dt ? 


1/0F OF OF OF ) PlogA _ 
A\ dr drtdt ox? dxdt) Ort 











On peut enfin remarquer que la première, développée, s'écrit 


OF oF 
OF OF WF 
Ot dr dt dx*ot 

OF oF or 

OÙ 0x08 Ort 0F 


F 





5. Equations de la troisième classe. — Si l'équation (1) provient 
d'une équation de Riccati, 


dX 


> 
TH = = P(é)N?+ Q(4)X + RC. 


(19) 
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par le changement de fonction x = ¢(X), ona 
Fr, ¢) = P(e) X29(X) + Q(4) NX 0X) + R(¢) o'(X). 


F est done intégrale de l’equation linéaire du troisième ordre, à coef- 
ficients indépendants de ¢, 


ay 


. ay | dv _ 
(16) Tri + Ma): + Per) Zr +v(r)y=o, 


qui admet pour intégrales 

y= X'9X), y NSUN), ya 9"(X). 
Ces intégrales vérifient les identités 
(17) YiY3—Y3— 0: 
(15) ys YsY3 -Yıyo 2)a = V3) — Nis» Yyı=zYıyı — Vis; 
l'équation (16) est donc identique à sa transformée au déterminant 
fonctionnel de deux intégrales. Je dis que, réciproquement, s’il en est 
ainsi, on peut trouver trois intégrales vérifiant les identités (17) et 
(18). Soient, en effet, u,, u,, u, trois intégrales quelconques. On a, par 
hypothèse, 

Ug hy — Ug UY, = yy Uy + Cia Ug + Gas, 


(19) Uy Ul — Uy Uy = Au + Cas lg + Gers ay 


Lb Uy — UU gy Uy + Ay Ug + Asa Us 


d'où la relation quadratique 


ù 
> dikü;Ug = 0 (4, =1, 2,3). 


ik 


On peut alors trouver trois nouvelles intégrales <,, 5,, 5, telles que 
cette relation prenne la forme 


(20) 5,53 — 33 = 0. 


—m - a’ ‘ - > =! , — =! Là -' e 
Wi = 2233,70 5155 a0, == 535, 75159 a 9354 537955 
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ona 
m. 73 + (Vas: — 2 68's Se = O, 


134 + W35, — 20,5, 0, 


et aussi, à cause de (20), 


el, par suite, 


m (a m, 
= <—=——=m. 


Or ces identités sont de la forme 


Dis + Diese + 04353 = 05, 
Doi 5; + Doe Se + Des 53 — 0) 539 


bars + bass + Vas 53 0 53, 


où les b sont des constantes. On a done 


bi — (s) Dia Dia 
bi; hs — 0 bas == 0, 
by, by. ba — 0 


c'est-à-dire que w est lui-même une constante donnant lieu aux iden- 
tités 

(21) 5, 323, — 315, 20 32 3334 — 31339 D 33 = 335, — 32 
Si alors on pose 


(22) 5, WY, Sy Wo, 33 WY 5, 


Vis Yas Ys sont les trois intégrales demandées. 
Cela posé, supposons que F (2,2) satisfasse à une équation (16) 
ayant la propriété énoncée. On pourra poser 


u,—= F(x, ¢,), ls—F(Cr, ts), Us F(.r, 4), 


et reprendre les calculs précédents, les constantes a, et w qui y 
figurent se calculant, comme on l’a vu au paragraphe précédent, au 
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moyen d'équations du premier degré. Les intégrales y,, Y., y, étant 
déterminées, on a 


F(z, 4) =P(0y1+ Olt!)y2+ KRU) ys 
et les fonctions P, Q, R s’obtiennent encore en donnant à x trois 


valeurs particulières. Si l’on pose alors 


, 4 y 
X = vt = v2 N 
J: 3 


on trouve, en vertu des identités (18), 





dX = dX =}; 
dd — = ir F(x (Pi + Qya+ Ros) 
ou 
dX _ > Vida 
ar P+-XO + —— Tv R, 


c’est-à-dire l’equation (15). On a donc bien affaire à une équation de 
la troisième classe, et tout revient à intégrer l'équation de Riceati (10). 

En résumé, les équations de la troisième classe sont celles pour lesquelles 
F est intégrale d'une équation linéaire du troisième ordre, a coefficients 
en x, identique a sa transformée au déterminant fonctionnel de deux: 
intégrales. L'intégration s en ramène, par des calculs algebriques. à celle 
d'une équation de Riccati. 


- Remarque. — 1 est facile de donner la forme générale des équa- 
tions (16) qui jouissent de la propriété précédente. Posons, en effet, 


3 = Vie. Va) 
il vient 


s 


Oe 47! E+ WS = + (Ve + p'— 9) =0. 


ws d? 
da? dı 
Identifiant avec (16), on obtient 

A=0, way. 
Le type d’éqnation cherché est done 


ay 


de + pe) + (eye. 
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C'est la forme générale des équations linéaires du troisième ordre, 
manquant de second terme, et dont trois intégrales sont liées par une 
relation quadratique à coefficients constants. 

Il serait facile de déduire de la, comme on l'a fait au paragraphe 
précédent, les relations différentielles entre F et ses dérivées, qui 
caractérisent les équations de la troisième classe. 





DE 


L'EXISTENCE DES INTEGRALES 


SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE, 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Un tres petit nombre d'auteurs se sont occupés, jusqu’à present, 
de l’existence des intégrales dans un système différentiel impliquant 
un nombre quelconque de fonctions inconnues et de variables indé- 
pendantes. Les plus simples de tous sont les systèmes complètement 
intégrables d'équations différentielles totales du premier ordre: ils ont 
été étudiés par Bouquet et M. Mayer dans des travaux bien connus de 
tous les géometres ('). En ce qui concerne les systèmes partiels du 
même ordre, Cauchy (?), M. Darboux (*), M™* de Kowalevsky (*), 
M. König (*), MM. Méray et Riquier (°), M. Bourlet (7), ont étudié 


So SS 


(1) BouquET, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. II, p. 265, 
1872: À. Maver, Mathematische Annalen, t. V, p. 448, et Bulletin des Sciences mathé- 
matiques et astronomiques, 1"° série, t. XI. 

(?) Cavcny, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XIV, p. 1020; 1. XV. p. 44. 
85 et 131; t. XVI, p. 572. 

(3) G. Darsoux, Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, 1. LXXX, p. 101 et 317. 

(*) Sopme von KOWALEVSKY, Journal de Crelle, t. 80, p. 1. 

(5) J. Konic, Ueber die Integration simultaner Systeme partieller Differentialglei- 
chungen mit mehreren unbekannten Functionen (Mathematische Annalen, t. XXI). 

(5) Méray et RIQUIER, Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires 
d'un système d'équations différentielles partielles (Annales de l’École Normale supéricure, 
janvier, février et mars 1890). 

(*) BoURLET, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées qui contiennent plu- 
sieurs fonctions inconnues (Thèse, avril 1891). 
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successivement des types de plus en plus généraux, et M. Bourlet, le 
dernier en date de ces divers auteurs, a pu, dans une thèse de doc- 
torat, réduire un système différentiel quelconque à une forme du pre- 
mier ordre assurant la convergence des développements de ses inté- 
grales. L'introduction de cette forme, bien qu’elle constitue un progrès 
sur les résultats antérieurs, est pourtant loin de résoudre la ques- 
lion, et tout dépend à cet égard de la découverte d’une forme cano- 
nique qui soit en outre complétement intégrable. 

Le probleme est assurément compliqué, et, il y a quelques mois à 
peine, de profonds geometres inclinaient à croire qu'il était impos- 
sible, dans l’état actuel de la Science, d'affirmer l'existence generale 
d’une pareille forme ('). Il n’en est rien cependant : avant que j’eusse 
connaissance de la thèse de M. Bourlet, avant mème qu'elle fut pu- 
bliée, j'étais déjà en possession d’une forme beaucoup plus générale 
que la sienne (7), et j'ai pu dernièrement effectuer la réduction d’un 
système quelconque à un système complètement intégrable, d'ordre 
égal ou supérieur à 1, et présentant, avec certaines particularités, la 
forme entière par rapport aux dérivées des fonctions inconnues (*). 
Le degré de généralité des intégrales générales, immédiatement connu 
dans les systèmes de cette dernière sorte, se trouve donc, au moins en 
théorie, fixé avec une entière précision dans un système quelconque. 

Ces résultats ont été communiqués à l’Académie des Sciences dans 
la séance du 28 mars 1892, et leur exposition détaillée constitue 
l'objet du présent Mémoire. 


Systèmes harmoniques. 
1. Désignant par 
(1) ry Ms 
les variables indépendantes, et par 


(2) u, 8, 





(1) For la Revue générale des Sciences pures et appliquées, numéro du 30 mai ı8yr. 


p. 338. 
(2) Foir la note de la page 68. 

(3) Les particularités dont il s'agit sont de nature telle, que, lorsque le système est 
par hasard du premier ordre, il est en méme temps linéaire. 


DE L'EXISTENCE DES INTEGRALES, ETC. 67 


les fonctions inconnues d'un système différentiel quelconque, faisons 
correspondre à chacune des quantités (1), (2) p entiers, positifs, nuls 
ou négatifs, que nous nommerons respectivement cote premiere, cole 
seconde, ..., cote p*® de cette quantité. Considérant ensuite une de- 
rivée quelconque de l’une des fonctions inconnues, et désignant par y 
un terme pris à volonté dans la suite 1, 2, ..., p, nommons cole ge 
de la dérivée en question l’entier obtenu en ajoutant à la cote gie™ 
de la fonction inconnue les cotes homologues de toutes les variables de 
différentiation, distinctes ou non. 

Cela étant, le systeme différentiel proposé sera dit harmonique, si, 
moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes attribuées à 
Ty Vs... Uy, 0, ..., il remplit à la fois les diverses conditions sui- 
vantes : 

1° Chacune des équations données a pour premier membre une 
certaine dérivée de quelque fonction inconnue, et les seconds membres 
de ces mêmes équations, si l’on y considère pour un instant a, y, ..., 
u,v,... et les diverses dérivées de u, ¢, ... qui y figurent, comme 
autant de variables indépendantes distinctes, sont olotropes dans 
quelque système de cercles ('). 

2° Les diverses dérivées des fonctions inconnues qui figurent dans 
le second membre d’une équation quelconque ont des ordres au 
plus égaux à celui du premier membre correspondant. En outre, si 
l'on désigne par c,, ©, ..., c„ les cotes du premier membre, et parc, 
Cs +. €, Celles d’une dérivée quelconque d’ordre égal figurant dans 
le second, les différences 


LJ / .’ 
Cy— Cy, Ca — Cas 


ne sont pas toutes nulles, et la première d'entre elles qui ne s'éva- 
nouit pas est positive. 
3° Aucun des premiers membres ni aucune de leurs dérivées ne 


a a i es a ee cs in 


(1) La dénomination d’olotrope a été employée et définie pour la première fois par 
M. Méray, dans son Nouveau précis d’ Analyse infinitesimale ; le lecteur pourra consulter 
à ce sujet mon Mémoire Sur les principes de la théorie générale des fonctions (Annales de 
l'École Normale supérieure, 1891. p. 59. 60. 72 el 8j). 
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figure dans le second membre d'une équation donnée quelle qu’elle 
soit ('). 


2. Étant donné un système harmonique, nous dirons que les fonc- 


tions 
U(r, Y; weedy Viz, Ds weeds 


constituent pour lui un groupe d’intégrales ordinaires, si elles remplis- 
sent à la fois les deux conditions suivantes : 1° les fonctions U(z, y,...), 
V(x, y,...), ... sont olotropes à l’intérieur de quelque systeme de 
cercles, et les valeurs qu’elles acquièrent entre ces limites, prises con- 
jointement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen- 
dantes, restent toujours intérieures aux cercles d’olotropie des seconds 
membres; 2° la substitution de U(a, y, ...), V(æ,y,...), vee à Uy Ms oon 


- - _  ———— ee — = — — —- —— m — — — | m u m — = + 


tt) Les systèmes que j'appelle harmoniques renferment, comme cas particulier, les 
systèmes canoniques de M. Bourlet, dont voici la définition : 

« Étant donné un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire, 
» entre ym fonctions #3, Ur, ..., Um et # Variables indépendantes .r;, ze, .... .7n, résolu 


A . .. Ou; 
» par rapport à un certain nombre de dérivées ——, 
Or, 


nous dirons que ce système est mis sous forme canonique, ou, plus brièvement, est ca- 
nonique, si les fonctions ir de ry, Ze, ..., Zn, Un Ur. ..., Um et des dérivées de us. 
Ug. se. Um (qui contiennent d’ailleurs linéairement ces dérivées) satisfont aux condi- 
tions suivantes : 1° Y;4 ne contient que des dérivées par rapport aux variables x, dont 


, na . + Oj 4. ; 
l'indice 4 est éval ou supérieur ak: 2° si une dérivée Ar d'une fonction u, par rapport à 
L'£ 


» la variable .r4 figure dans Y;4, l'indice 7 de cette fonction est supérieur à i. » (Voir la 
Thèse de M. Bourlet, p. 27.) 

Considérons, en effet, un système linéaire du premier ordre résolu par rapport à un 
certain nombre de dérivées; attribuons-y à chacune des variables indépendantes .r; 
Ue, oc, Ta Une cole premiere égale à son indice changé de signe ct une cote seconde 
nulle, puis, inversement, à chacune des fonctions inconnues uy, #3, ..., Um une cote 
première nulle et une cote seconde égale à son indice changé de signe. Il suffit alors, pour 
retomber sur le type canonique de M. Bourlet, de supposer que chacune des dérivées 
figurant dans le second membre d’uno équation quelconque du systeme possède, soit une 
cote première inférieure à celle du premier membre correspondant, soit une cote pre- 
mière égale avec une cote seconde inférieure. Or, une telle hypothèso entraine évidem- 


ment la nature harmonique du système. 


CA 


» 
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opérée entre les mêmes limites, transforme en identités les diverses 
équations du système. 

La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les équations 
du système en transforme tous les seconds membres en des fonctions 
composées, habituellement différentielles, des variables, des ınte- 
grales et de certaines de leurs dérivées. D’après la définition même 
des intégrales ordinaires, et entre les limites assignées par cette défi- 
nition, les règles établies pour les fonctions composées sont appli- 
cables aux seconds membres dont il s’agit, et l’on peut, en consé- 
quence, differentier indéfiniment les relations du système. En adjoignant 
à ces dernières toutes celles qui s’en déduisent ainsi par différen- 
tiations, on obtient un groupe illimité de relations, dont la considé- 
ration permet de partager en deux grandes catégories les dérivées de 
tous ordres des diverses fonctions inconnues : parmi ces dérivées, les 
unes, que nous nommerons principales, figurent au moins une fois 
dans les premiers membres des relations considérées; les autres, que 
nous nommerons parametriques, n’y figurent jamais. 

Pour abréger, nous nommerons primitives les relations dont il s’agit, 
et aussi les diverses expressions qu’elles fournissent pour les dérivées 
principales des intégrales. Chaque dérivée principale possède donc au 
moins une expression primitive, et presque toujours plusieurs ('). 


3. Les relations primitives d'un système harmonique donné peuvent 
se partager en groupes se succédant suivant une lot telle, que les seconds 
membres d'un groupe quelconque ne contiennent, outre les variables ın- 
dépendantes, les fonctions inconnues et certaines dérivées paramétriques. 
que des dérivées principales figurant dans les premiers membres des 
groupes antérieurs (en particulier, les seconds membres du premier 
groupe ne contiennent aucune dérivée principale). 


(1) Dans la suite du présent Mémoire, j'aurai constamment à me servir des locutions : 
intégrales ordinaires, dérivées principales, dérwées paramétriques, relations el erpres- 
sions primitives, relations el erpressions ultimes. Ces locutions se trouvent déjà employées. 
à propos de certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire de MM. Meray et 
Riquier avant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordi- 
naires d’un systeme d'équations différentielles partielles. Le lecteur pourra comparer 
les n® 2 à 8 du présent Mémoire aux passages analogues du Mémoire dont il s'agit 
(Annales de l’École Normale supérieure, 1890, p. 24 à 27 et 33 à 38). 
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I. Toute relation primitive remplit la seconde des conditions enoncees 
au n°1. 


Soit 
(3) 9—=f(...,d,...) 


une équation prise à volonté parmi celles du systeme donné, et dans 
laquelle ©, ©’ désignent deux dérivées d’ordre égal; soient en outre 


Ci; Cas ..., Cp» 


, s 
Cis Cas ee ag C 


les cotes respectives des dérivées 5, 5’; enfin x l’une quelconque des va- 
riables indépendantes, et g,, g..-., g, les cotes de cette variable. La re- 
lation deduite de (3) par une differentiation relative à x a pour premier 





di . , 
membre > et ne contient évidemment dans son second membre 
e . ” 9 o ’ . . do do’ ee 
que des dérivées d'ordre au plus égal. Les dérivées =; — ont d’ail- 
dx dr 
leurs pour cotes respectives 
Cr+ 81, C2 + Sa ces Cp + esp, 
Che Sir Cot Sa es Cot Sp, 
et les differences 
(Cy + 81) (ts) (C2 + 92) — (Cpt 82)) es (Cpt 8p) — (ec, + Ep) 


sont respectivement égales a 
Gl Co Cy os Cp Cp} 


en vertu de l'hypothèse, elles ne sont donc pas toutes nulles, et la 
premiere d’entre elles qui ne s’évanouit pas est positive; autrement 
dit, la seconde des conditions énoncées au n° I ne cesse pas d’être sa- 
tisfaite apres une première différentiation exécutée sur une équation 
quelconque du système donné. En vertu du même raisonnement, ap- 
pliqué à la relation résultante, elle ne cesse pas de l'être après une 
seconde, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des différentia- 
tions 
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Ii. On partagera d'abord les relations primitives en groupes d'après 
les ordres de leurs premiers membres, et l’on rangera ces groupes à 
la suite les uns des autres de telle sorte que, dans le passage d’un 
groupe au suivant, l'ordre des premiers membres aille toujours en 
croissant; plus brièvement, on partagera les relations primitives en 
groupes d’après les ordres croissants de leurs premiers membres. Les 
relations de chaque groupe seront ensuite, toutes les fois qu'il y aura 
lieu, partagées en groupes partiels d'après les cotes premières crois- 
santes de leurs premiers membres; puis, dans le groupement résul- 
tant, les relations de chaque groupe en groupes partiels d’après les 
cotes secondes croissantes de leurs premiers membres; et ainsi jusqu’à 
épuisement des p cotes. 

Cela étant, il résulte immédiatement de l'alinéa 1 que la condition 
formulée par notre énoncé général se trouve satisfaite dans l’un quel- 
conque des groupes définitifs dont nous venons d'expliquer la forma- 


tion. 


4. Étant donné un système harmonique, nous nommerons désor- 
mais classe d’une dérivée principale le rang occupé, dans la suite des 
groupes définitifs formés ci-dessus (3, II), par celui où elle figure 
comme premier membre. La classe d'une relation primitive sera celle 
de son premier membre. | 

Cela posé, un mécanisme très simple, appliqué aux relations primi- 
lives d’un systeme harmonique, permet, comme nous allons le voir, 
d’en déduire, pour les dérivées principales des classes successives, cer- 
taines expressions dépendant exclusivement des variables, des fonc- 
tions inconnues et de leurs dérivées paramétriques. 

Designons, en effet, par $, ou par U, indifféremment l’ensemble des 
relations primitives de première classe, et par 


»%. D. 9%: 


les groupes respectivement formes avec les relations primitives des 
classes 1, 2, 3, .... Remplacons maintenant dans les relations $, et, 
de toutes les manières possibles, les dérivées principales de premiere 
classe par leurs expressions tirées de U&,; autrement dit, extrayons du 
groupe Ÿ, une relation quelconque p,, du groupe À, un groupe W, 
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fournissant une expression et une seule pour chacune des dérivées 
principales de première classe, substituons aux dérivées dont il s’agit 
dans l'équation p, leurs expressions tirées de W,, et répétons l’opéra- 
tion en faisant successivement tous les choix possibles pour p, et 
pour U,. Comme les expressions fournies par M&M, pour les dérivées 
principales de première classe dépendent exclusivement des variables, 
des fonctions inconnues et de leurs dérivées paramétriques, le groupe 
des relations résultantes U, fournira, pour les dérivées principales de 
seconde classe, des expressions jouissant de la même propriété. Si, 
considérant alors les relations %,, on y remplace de toutes les ma- 
nières possibles les dérivées principales de première et de seconde 
classe par leurs expressions tirées de U,, U,,on obtiendra un groupe W@, 
fournissant, pour les dérivées principales de troisième classe, des ex- 
pressions jouissant encore de la propriété dont il s’agit. Et ainsi de 
suite indéfiniment. 
Nous nommerons ultimes les relations 


UU, U., U,, 


obtenues à l’aide du mécanisme que nous venons de décrire, et aussi 
les expressions qu'elles fournissent pour les dérivées principales des 
classes successives 1, 2, 3, .... La classe d’une relation ultime sera 
celle de son premier membre. 


5. Avant d'aller plus loin, il importe de faire les remarques sui- 
vantes : 


1° Toute expression primitive, lorsqu'elle ne coïncide pas avec quel- 
qu'une des composantes (*) figurant dans les seconds membres du système 
harmonique donné, est une somme de termes dont chacun s'obtient en 
multipliant quelque dérivée partielle de ces composantes par un certain 
entier positif, el souvent aussi par certaines dérivées, principales ou para- 
métriques, des fonctions inconnues. 


_ eee eee Se ee m 


(1) loir le Nouveau Précis d'Analyse infinitesimale de M. Méray et mon Mémoire Sur 
les principes de la Théorie générale des fonctions (Annales de l'Ecole Normale supe- 
rieure, 1891, p. 85). 
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2° Toute expression ullime est une somme de produits pouvant contenir 
comme facteurs quatre sortes de quantités, savoir : certains entiers positifs; 
certaines composantes des seconds membres du système donné; certaines 
derivees partielles de ces composantes; enfin certaines dérivées parame- 
triques des fonctions inconnues. 

3° Les variables x, y,..., les fonctions inconnues u, v, ... et leurs de- 
rivées principales et paramétriques de tous ordres étant considérées pour 
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes, pour que 
les relations primitives soient vérifiées par des valeurs particulières données 
des variables dont il s'agit, ul faut et il suffit que les relations ultimes le 
soient. 


6. Quand un système harmonique possède quelque groupe d'intégrales 
ordinaires, les développements de ces intégrales par la formule de Taylor, 
a partir des valeurs particulières x5, Vo, ..., peuvent être reconstruits, des 
que l'on connaît seulement leurs valeurs. initiales et celles de leurs deri- 
vées parametriques de tous ordres. [On suppose, bien entendu, que les 
valeurs 2, Yo, ... n’excèdent pas les limites assignées par la defini- 
tion des intégrales ordinaires (2). | 

Effectivement, les seconds membres des formules ultimes ne conte- 
nant que les variables indépendantes, les intégrales et leurs dérivées 
paramétriques, l'hypothèse numérique x = 2, y = 7,,... les trans- 
forme tous en des quantités connues, et fait connaître, par suite, les 
valeurs initiales de leurs premiers membres, c'est-à-dire de toutes les 
dérivées principales des intégrales dont il s’agit. 

En résumé, on connaît donc ainsi les valeurs initiales de ces inté- 
grales et de toutes leurs dérivées sans distinction, c'est-à-dire ce qui 
est nécessaire pour construire les développements cherchés. 


7. Par rapport aux valeurs initiales &,, Yo, ... des variables inde- 
pendantes, nous nommerons détermination initiale d'une intégrale la 
portion de son développement forméc par l'ensemble des termes qui, 
aux facteurs numériques connus près, ont pour coefficients les valeurs 
initiales de l'intégrale ct de ses dérivées paramétriques de tous ordres. 
Quelquefois aussi, nous nommerons principale la portion restante du 
même développement. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Mans 1893. 10 
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Cela étant, le théoreme ci-dessus (6) peut s’exprimer comme il suit: 
Quand un système harmonique possède quelque groupe d intégrales ordi- 
naires, leurs développements par la formule de Taylor peuvent étre re- 
construits des que l'on connait seulement leurs determinations initiales. 


8. Inversement, cherchons S'il existe quelque groupe d’integrales or- 
dinaires répondant à des conditions initiales données. (On suppose, bien 
entendu : 1° que chaque détermination initiale est convergente; 2° que 
les valeurs initiales des variables, prises conjointement avec celles des 
intégrales hypothétiques et des dérivées paramétriques figurant dans 
les seconds membres du système donné, sont intérieures aux cercles 
d’olotropie de ces derniers.) 


I. Pour que de pareilles intégrales existent, ul est tout d’abord neces- 
satire que les relations ultimes s'accordent numériquement par rapport 
aux conditions initiales dont ul s'agit, c'est-à-dire que les diverses ex- 
pressions ultimes d’une même dérivée principale prennent toutes la 
même valeur numérique, lorsqu'on remplace par leurs valeurs initiales 
les variables indépendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées 
paramétriques. 

Effectivement, à cause de la multiplicité de ces expressions, on 
pourra bien obtenir de plusieurs manières les valeurs de certains 
coefficients des développements; mais, si les intégrales dont il s’agit 
existent, les valeurs obtenues pour un mème coefficient sont numeri- 
quement égales les unes aux autres, parce que les relations d'où on 
les tire sont toutes des conséquences nécessaires de l'existence sup- 
posée des intégrales. | 


IT. La concordance numérique des relations ultimes etant supposee 
avoir lieu, la convergence des développements des intégrales hypothe- 
Liques correspondant aux données initiales est encore une condition 
évidemment nécessaire a l'existence effective de ces intégrales. 


Ill. Cela posé, st, pour un choix determine des conditions initiales, 
les relations ultimes s'accordent numériquement, et qu'en outre les deve- 
loppements des intégrales hypothetiques soient convergents, leurs sommes 
constituent des.intégrales ordinaires du système harmonique donne. 


DE L'EXISTENCE DES INTEGRALES, ETC. 75 


Soient, en effet, 


2, Y, ... les variables indépendantes; 

u,v, .. les fonctions inconnues; 

6, .. les diverses dérivées paramétriques figurant dans les seconds 
membres du système donné; 

Los Yo, -- les valeurs initiales de æ, y, ...; 

U, V, ... les sommes des développements, supposés convergents, des 
intégrales hypothétiques ; 

A, ... les sommes des développements des dérivées de U, V, ... quise 
rapportent respectivement aux mêmes variables que 6, .... 


Traçons de &,, Yo, ... comme centres des cercles €,, €,, ... de 
rayons suffisamment petits pour que les développements U, V, ..., 
par suite aussi À, ..., convergent dans leur intérieur, et pour que les 
valeurs de +, y, ..., prises conjointement avec U, V,..., A, ..., soient 
intérieures aux cercles d’olotropie des seconds membres du système 
donné. Dans ces limites, la substitution de U, V,...à u, v, ... trans- 
forme les deux membres des équations différentielles proposées en 
des fonctions de x, y, ... olotropes à Pintérieur des cercles €,, €,, . 
Or, les valeurs initiales des variables indépendantes, prises conjointe- 
ment avec celles des développements eux-mêmes et de leurs dérivées 
de tous ordres, vérifient les formules ultimes, et par suite (5, 3°) les 
formules primitives. Donc les fonctions de x, y, ... qui, après la sub- 
stitution, figurent dans les deux membres d'une équation différen- 
tielle quelconque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de 
tous ordres, pour 2=.1r,, y — Yo, -.., et par suite sont identique- 
ment égales entre elles dans tout l’intérieur des cercles @,, €,, .... 


IV. Ilne peut y avoir enfin plus d'un groupe d’integrales ordinaires 
répondant à des conditions initiales donnees. 


Car chaque relation ultime, étant du premier degré par rapport à la 
dérivée principale qui figure dans son premier membre, ne fournit 
pour cette dernière qu une seule valeur initiale. 


9. Nous avons donc à nous occuper maintenant des deux conditions 
relatives : 1° à la concordance numérique des relations ultimes (8, 1); 
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2° à la convergence des développements des intégrales (8, II). C'est 
ce que nous allons faire successivement dans les deux paragraphes 
suivants. 


Conditions de passivité d'un système harmonique ('). 


10. La concordance numérique des relations ultimes, dont nous 
avons indiqué plus haut la nécessité (8, I), peut résulter de deux 
causes entièrement différentes : 

Ou d’un choix convenable des données initiales relativement à la nature 
particulière des composantes figurant dans les seconds membres, choix 
qui, sul est possible, fait naître la concordance numérique pour ces 
données initiales sans l’assurer pour d’autres ; 

Ou d’une corrélation mutuelle speciale entre les composantes des 
seconds membres, en vertu de laquelle la concordance dont ıl s agit sub- 
siste indépendamment des donnees initiales. 

Nous exprimerons l’existence de cette dernière corrélation en di- 
sant que le système harmonique proposé est passif. La distinction 
entre les systèmes harmoniques passifs et les systèmes harmoniques 
non passifs s'opère aisément comme il suit. 


il. Si l'on considère deux dérivées (distinctes) d’une fonction 
quelconque F(z, y, ...), et que l’on adjoigne mentalement à chacune 
d'elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun 
aux deux groupes illimités ainsi obtenus se nommera une résultante des 
deux dérivées en question. Pour passer de la fonction F à l’une ou à 
l’autre de ces dernières. il faut exécuter sur elle certaines différen- 
tiations dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d'autre : 
en désignant par le symbole D. l'ensemble des différentiations com- 
munes, et par les symboles D’., D”. l’ensemble des différentiations 
restantes pour la première et la seconde dérivée respectivement, les 


SS ee rr ee eee 


(1) Ce paragraphe contient l'extension aux systèmes harmoniques des conditions de 
passivité formulées par MM. Méray et Riquier pour une certaine catégorie de systèmes 
du premier ordre ({nnuales de I ’Ecole Normale supérieure, 1890; p. 38 et suivantes). 
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deux dérivées considérées peuvent évidemment s écrire 


D.D'.F, 
D.D'.F, 


et l’on voit sans peine : 1° qu'elles admettent D.D’.D’.F comme 
résultante unique d'ordre minimum; 2° que le groupe complet de leurs 
résultantes s'obtient en adjoignant à celle d'ordre minimum la suite 
indéfinie de ses propres dérivées. 

Considérons maintenant un système harmonique dont les premiers 
membres soient tous distincts, et, dans ce système, deux équations 
ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d’une même 
fonction inconnue; puis, prenons la résultante d'ordre minimum de 
ces dérivées, et répétons l’opération en faisant varier de toutes les 
manières possibles le choix de la fonction inconnue et celui des 
deux équations sur les premiers membres desquels on doit opérer : 
les résultantes, en nombre essentiellement limité, que nous obtien- 
drons ainsi, se nommeront, par rapport au système donné, les deri- 
vées cardinales de ses diverses fonctions inconnues. 


12. Cela posé, pour qu'un système différentiel harmonique soit passif, 
ul faut et ul suffit : 1° que les premiers membres de ses diverses équations 
soient tous distincts; 2° que les diverses expressions ultimes d'une méme 
dérivée cardinale quelconque (11) soient égales identiquement, c'est- 
a-dire quelles que soient les valeurs attribuées aux variables, aux 
fonctions inconnues et à celles de leurs derivées parametriques qui y 
figurent, ces trois sortes de quantités étant considérées pour un instant 
comme autant de variables indépendantes distinctes. 


I. La passivite d'un système harmonique entrainant l'identité de 
toutes les expressions ultimes d’une mème dérivée principale quel- 
conque, il est clair: 1° que si deux équations d’un système passif ont 
le même premier membre, elles ont forcément aussi le même second 
membre, autrement dit, que les équations d'un pareil système ont 
leurs premiers membres tous distincts; 2° que les diverses expres- 
sions ultimes d’une même dérivée cardinale quelconque sont identi- 
quement égales entre elles. 
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4 
Les conditions posées sont donc nécessaires, et il nous reste à prouver 
qu'elles sont suffisantes. 


ll. Étant donné un systeme harmonique quelconque dont chaque 
second membre soit une fonction connue des diverses quantités dont 
il dépend, considérons en particulier l’un des seconds membres en 
question, et remplaçons-le par une composante indéterminée (olo- 
trope à l'intérieur des mémes cercles) des variables indépendantes 
x, Y, .. des fonctions inconnues u, #, ... et des diverses dérivées 
paramétriques figurant dans le second membre que l'on considère. 
En répétant cette opération sur chaque équation du systeme donné, 
nous obtiendrons un nouveau systeme que nous nommerons algonth- 
mique, par opposition au système donné qui sera dit concret. Ces sys- 
temes sont tous deux harmoniques : les dérivées principales et para- 
métriques v sont respectivement les mêmes de part et d'autre, et la 
classe de chaque dérivée principale y est également la mème. 

Il est clair que, si l'on effectue parallèlement les mémes calculs, 
d'abord sur les équations du systeme algorithmique, puis sur celles 
du système concret, le second résultat peut se déduire du premier en 
substituant aux composantes indéterminées du système algorithmique 
et à leurs dérivées partielles les composantes connues du système 
concret et leurs dérivées semblables. C’est de cette manière, par 
exemple, que les relations primitives ou ultimes du système concret 
pourraient se déduire de celles du système algorithmique. Pour faci- 
liter le langage, nous conviendrons d'attribuer la qualification d’al- 
gorithmiques et celle de concrets aux résultats de calculs quelconques 
effectués respectivement sur le systeme algorithmique et sur le sys- 
teme concret. 


HT. Les variables x, y, ... et les fonctions u,¢, ... étant affectées 
chacune de p cotes, considérons une relation ayant pour premier 
membre une dérivée quelconque de u, +, ... et pour second membre 
une fonction quelconque de x, y, ..., de u,v, ... et de quelques-unes 
des dérivées de ces fonctions : si la relation dont il s'agit satisfait à la 
seconde des conditions énoncées au n° I, nous dirons, pour abréger, 
qu'elle est Aarmonique, comme aussi l'expression fournie par elle 
pour la dérivée contenue dans son premier membre. 
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Cela étant, si sur une relation harmonique on execute des differentia- 
tions quelconques, en remplaçant après quelques-unes de ces differentia- 
tions telles ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre par 
des expressions harmoniques des dérivées en question, on tombe encore 
sur une relation harmonique. (Dans cette suite de calculs, on suppose, 
bien entendu, que les principes généraux de la théorie des fonctions 
composées ne cessent pas d’être applicables.) 

1° Si sur une relation harmonique on exécute une différentiation 
première, on tombe sur une relation de même nature. 

Méme raisonnement qu'à l'alinéa I du n° 3. 

2° Si dans le second membre d’une relation harmonique on rem- 
place telle ou telle dérivée par quelqu’une de ses expressions harmo- 
niques, on tombe encore sur une relation harmonique. 

Ce point est évident lorsque la dérivée ©’ dont il s’agit est d’ordre 
inférieur au premier membre ¢ de la relation harmonique donnée. 
Supposons alors qu’elle soit d'ordre égal, et designons par 6” une 
dérivée du même ordre figurant dans l'expression harmonique de ¢’, 
puis par 


Ch» Coy ores Cps 
, , La 
Co Ce» ooey Chs 
y ” 7 
Cis Ces ee °9 Ch 


les cotes respectives des dérivées 6, 6’, 6”. Si l’on considère les diffé- 
rences 


LA L LA L 7 
” ” 
Cy — Cy, Ca — Co ’ Cp Cps 


il résulte des hypothèses que, dans chacune des deux premières 
lignes horizontales, les différences ne sont pas toutes nulles, et que 
la première non égale à zéro y est positive; comme d’ailleurs le der- 
nier terme de chaque colonne verticale est égal à la somme des deux 
premiers, la dernière ligne horizontale jouit évidemment de la même 
propriété que les deux premières. 

3° Le rapprochement de 1° et 2° prouve, dans toute sa généralité, 
le point énoncé au début de l'alinéa III, et cela alors méme que, dans 
les diverses relations harmoniques qui concourent à engendrer la relation 
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finale, les composantes des seconds membres seraient plus ou moins inde- 
lerminees. 


IV. Considérons actuellement, dans un système harmonique quel- 
conque, une relation obtenue en différentiant un nombre quelconque 
de fois l'une des équations qui le composent, et remplaçant apres 
quelques-unes de ces différentiations, en tous cas après la derniére, 
les diverses dérivées principales contenues dans le second membre 
par telles ou telles de leurs expressions ultimes. Dans le premier 
membre de la relation résultante figure évidemment une dérivée 
principale, qui se trouve alors exprimée immediatement au moyen 
des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de quel- 
ques-unes de leurs dérivées paramétriques. Pour abréger, nous 
nommerons immédiates les relations, algorithmiques ou concrètes, 
auxquelles peut conduire l'application du mécanisme précédent (en 
y comprenant celles du système lui-même, algorithmique ou concret), 
et nous affecterons de la même qualification Jes expressions qu'elles 
fournissent pour les diverses dérivées principales des fonctions incon- 
nues. Il est clair que les relations ultimes (4), en particulier, se 
trouvent au nombre des relations immédiates. 

Notons ici, nous réservant d'utiliser cette remarque au moment 
voulu (VII), que chacune des dérivées principales de première classe 
figure comme premier membre dans quelque équation du système, 
et que l’ensemble des relations immédiates exprimant les dérivées 
dont il s’agit s'obtient en extrayant du système les diverses équations 
dont elles constituent les premiers membres. 

Ces définitions posées, on conclut facilement de l'alinéa III que 
les relations ultimes sont toutes harmoniques; puis, que st l’on forme, 
à l'aide du mécanisme décrit ci-dessus, une relation immédiate quel- 
conque, les relations successivement rencontrées dans le cours d'un sem- 
blable calcul jouissent de la même propriété : que, par suite, toute dérivee 
principale figurant dans le second membre d'une des relations interme- 
diaires est de classe nécessairement inférieure au premier membre corres- 
pondant. 

Ces conclusions sont d’ailleurs indifféremment applicables au systeme 
algorithmique et au système concret (ll). 
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V. Sr, dans un système harmonique quelconque, l'égalité identique a 
lieu entre les diverses expressions immédiates (concrètes) de chaque de- 
rivée principale des classes 1, 2,..., J, toutes les expressions immédiates 
(concrètes) d'une dérivée déterminée de classe 7 + 1 obtenues en effec- 
tuant sur une même équation du systeme propose l'opération ci-dessus 
indiquée (IV) sont identiquement égales entre elles, de quelque maniere 
que celte operation soi conduite. 


1 En premier lieu, si l’on n’opere de substitutions qu’apres la 
dernière differentiation, les expressions immédiates (concrètes) aux- 
quelles on est conduit pour la dérivée en question sont identiquement 
égales; car la relation primitive résultant des seules différentiations 
est indépendante de l’ordre dans lequel on les exécute, et pour cha- 
cune des dérivées prineipales, de classes nécessairement inférieures 
à j +1, qui y figurent, les diverses expressions immédiates (con- 
crètes), à plus forte raison les diverses expressions ultimes (concrètes), 
sont par hypothèse identiques. 

2° Si l’on ne change pas l'ordre relatif des dilferentiations, le ré- 
sultat de l'opération ci-dessus indiquée (IV) est indépendant de toutes 
les autres conditions dans lesquelles on l’effectue. 

Supposons, en effet, que les différentiations soient exécutées dans 
un ordre déterminé, certaines d’entre elles étant suivies de substitu- 
tions déterminées, et soit x celle des variables indépendantes par 
rapport à laquelle la dernière doit avoir lieu. La relation concrète sur 
laquelle on doit exécuter cette dernière différentiation peut, comme 
nous l'avons fait remarquer (II), se déduire d'une certaine relation 
algorithmique par la simple substitution des composantes connues 
du système concret et de leurs dérivées partielles aux composantes 
indéterminées du système algorithmique et à leurs dérivées sem- 
blables. Soient des lors 


(4) à—f(zx,7r, uen Uy ey Ty coeds 


(5) Of (Ly Vy vey Uy Vy ..., Ty ...,T, ...) 


les relations, algorithmique et concrete, dont il s’agit; dans ces rela- 
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tions, nous avons désigné par 5 une certaine dérivée principale, de classe 
au plus égale à 7, par o, ..., 7, ... les diverses dérivées, respective- 
ment principales et paramétriques, qui figurent dans le second membre 
(algorithmique) de (4), et dont les premières sont de classes au plus 


0 8 e Y: , e , ds 4 ° , 
égales à 7 — 1(1V). Les dérivées ==, --- et celles d'entre les dérivées 


72? ‘++ qui sont principales, sont au plus de la classe 7; car elles tigu- 


rent dans le second membre de la relation algorithmique que l'on 
déduit de (4) à l'aide d’une différentiation relative à x, et, par suite, 


N 


pr + . do : 
sont de classes inférieures au premier membre —— qui est de classe 


J +1 (IV). Chacune de ces dérivées, comme aussi chacune des déri- 
vées principales 5, ..., a donc, dans le système concret, une expres- 
sion immédiate unique, qui se trouve être, à plus forte raison, son 
expression ultime unique. De la résulte en particulier que, si l’on 
désigne par 


v Vv 


ay oe eg mrs 
les expressions immédiates (concrètes) de 


do 
7, org dr’ 


‘ v 
et par (Z)) .. les résultats que donne la règle des fonctions com- 
dr 


posées quand on ellectue sur >, ... une différentiation relative à x, 
les diverses expressions immédiates Z,, ... peuvent s’obtenir en éli- 


. dx _ 
minant respectivement des diverses expressions (&)) --+ les deri- 
vées principales, de classes nécessairement inférieures à 7, qui peuvent 
y figurer. | 

Cela posé, au lieu de différentier par rapport à æ la relation (con- 
crète) (5), ce qui donne 


do df df du df dv df da df & 
dd dde dedxv ddr et 
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puis de remplacer, d'une part les dérivées principales 
Ty es +. 


par leurs expressions immédiates 


NV 


y a | mr: or | 
d'autre part celles d’entre les dérivées 


du dy: d= 


— 9 —— 9 e e - 3 ——— 9 
dr dr: dr 


qui sont principales par les expressions immédiates correspondantes, 
il revient évidemment au même de différentier par rapport à x la rela- 
tion 


BL (ey ony 0,0. Ry Ts 0), 
ce qui donne 
ds df df du  df de df ( {dx df de _ 
da de du mt get. +B((E)) to de dx" 


puis de remplacer par leurs expressions immédiates les dérivées prin- 
cipales qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

En résumé done, au lieu d'effectuer sur une équation quelconque 
(a) du système concret une suite de différentiations et substitutions 
propre à engendrer quelque relation immédiate, on peut, sans rien 
changer au résultat final, procéder de la manière suivante : en dési- 
gnant par # le nombre des differentiations successives, et par © la dé- 
rivée principale que l'exécution sur (a) des # — ı premières amene- 
rait dans le premier membre, on prendra fa relation immédiate 
(unique) dont le premier membre est 9, on effectuera sur elle la 
kieme différentiation, et l’on remplacera finalement par son expression 
immédiate (unique) chacune des dérivées principales que cette k'*"”® 
différentiation aura pu introduire dans le second membre. Il est 
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visible dès lors que, dans la premiere suite d'opérations, l'ordre re- 
latif des différentiations peut seul influer sur le résultat final. 

3° Considérons deux quelconques des expressions immédiates (con- 
cretes ) dont le présent alinéa (V) a pour but de démontrer l'identité, 
et qui se deduisent, comme nous l'avons expliqué (IV), par différen- 
liations et substitutions, d’une même équation du système concret. 
Si, sans changer de part ni d'autre l’ordre relatif des différentiations, 
on n’opere de substitutions qu'après la dernière d’entre elles, on tombe 
sur deux expressions immédiates respectivement identiques aux deux 
précédentes (2°), et l’on sait d’ailleurs (1°) qu’en procédant ainsi le 
résultat est indépendant de l'ordre des différentiations. 


VI. St, dans un système harmonique où les premiers membres sont tous 
distincts. l'égalité identique a lieu, d'une part entre les diverses expres- 
sions tmmeédiates (concrètes) de chaque dérivée principale des classes 1, 
2,...,7, d'autre part entre les diverses expressions ultimes (concrètes) de 
chaque dérivée cardinale (11) de la classe j +1, les deux expressions 
immédiates (concrètes) d'une même dérivée principale de classe +1, 
deduites de deux équations différentes du système proposé par l operation 
indiquée plus haut (IN), sont nécessairement identiques. 


Supposons, pour fixer les idées, que ce soit la fonction uw dont cer- 
taines dérivées figurent dans les premiers membres des deux équa- 
tions considérées. Pour passer de la fonction wa l’une ou à l'autre de 
ces deux dérivées, il faut exécuter sur elle certaines différentiations, 
dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d'autre. Nous 
désignerons par le symbole D. l'ensemble de ces différentiations 
communes, et par les symboles D’., D”. l’ensemble des différentiations 
restantes pour la première et la seconde dérivée respectivement. Les 
deux équations peuvent done s’écrire 


(6) D. D'.u = .... 


(5) D.D'u— ...… 


Cela posé, la dérivée de classe „+ 1 dont parle l'énoncé coincide 
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soit avec D.D’.D’.u, soit avec quelque dérivée de D.D’.D’.u (11). 
Dans le premier cas, en vertu de l'alinéa précédent (V), les opéra- 
tions à effectuer soit sur l’equation (6), soit sur l'équation (7), pour 
en déduire une expression immédiate de D.D'.D”.«, pourront l'être 
comme il suit: on exécutera d'abord la différentiation D”. s'il s’agit 
de l'équation (6), la différentiation D’. s'il s’agit de l'équation (7), et 
l’on remplacera ensuite dans les seconds membres des formules ré- 
sultantes les dérivées principales des classes 1,2, ..., 7 par leurs 
expressions ultimes. Or ce mécanisme engendre précisément deux 
expressions ultimes (concrètes) de la dérivée cardinale D.D’.D’.u, 
c'est-à-dire deux expressions qui, par hypothèse, sont identiquement 
égales l'une à l’autre. 

Si la dérivée de classe 7 + 1 dont parle l'énoncé eoincide avec quel- 
que dérivée de D.D’.D’.u, les opérations à effectuer soit sur l'équa- 
tion (6), soit sur l'équation (7) pour en déduire une expression im- 
médiate de la dérivée en question pourront l'être comme il suit : 
1 on effectuera d’abord la différentiation D.” s’il s’agit de la pre- 
miere, la différentiation D.’ s’il s’agit de la seconde, et l’on rempla- 
cera les dérivées principales figurant dans les seconds membres par 
leurs expressions ultimes; 2° on exécutera ensuite les différentiations 
restantes, qui sont les mêmes de part et d'autre, et l'on éliminera 
finalement des seconds membres les dérivées principales. Or, comme 
nous venons de le voir, les résultats sont identiques après la pre- 
miere partie de l'opération, par suite aussi apres la seconde. 


VIT. Dans un système harmonique où les premiers membres 
sont tous distincts, l'égalité identique entre les diverses expressions 
immédiates (concrètes) d’une même dérivée principale de première 
classe a lieu d'elle-même, puisque les relations immédiates de pre- 
miere classe font directement partie du système (IV). On en conclura, 
par l'application répétée des propositions ci-dessus (V) (VI), que 
cette égalité identique a encore lieu pour la deuxième classe, puis 
pour la troisième, et ainsi de suite indéfiniment. /f n'y a donc, pour 
une même dérivée principale quelconque, qu'une seule expression imme- 
date concrete, et à plus forte raison qu'une seule expression ultime concrète. 
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13. Si l’on partage en groupes les équations du système harmo- 
nique donné suivant celles d’entre les fonctions inconnues u, 9, ... 
dont quelque dérivée figure dans leurs premiers membres, à un groupe 
formé d’une seule équation ne correspondra aucune condition de pas- 
sivité. En particulier, st chaque groupe ne contient qu’une seule équa- 
tion, le système sera nécessairement passif. 

Dans un système harmonique et passif, on peut toujours supposer 
qu'un premier membre, quel qu’il soit, n’est la dérivée d'aucun autre : 
car, si deux équations du système avaient respectivement pour pre- 
miers membres D,.«, D,.D,.u par exemple, l'identité des diverses 
expressions ultimes de toute dérivée principale permettrait évidem- 


ment de supprimer la seconde. 
(A suivre.) 


a ne 


SUR LES ELEMENTS 


DE LA 


COURBURE DES COURBES ET SURFACES, 


Par M. S. MANGEOT, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE TROYES. 


Je considère une quadrique et une sphère tangente, et j'imagine le 
cône qui, avant son sommet placé en leur point de contact M, passe 
par leur courbe commune. Ce cône est du deuxième degré. On peut 
voir que celles des sections normales de la quadrique, au point M, qui 
touchent les traces du cône sur le plan tangent, ont leur rayon de 
courbure égal au rayon de la sphère; si le cône est en contact avec ce 
plan, l’aréte de contact devra coincider avec une tangente principale 
de la quadrique. On conclut de là ces deux règles : 


1° Pour avoir les centres de courbures principaux et les tangentes 
principales en un point simple M d'une quadrique définie par son equa- 
tion, ul suffit d'exprimer que, par l'intersection de la quadrique et d'une 
sphere la touchant en M, on peut faire passer un cône ayant son sommet 
en M et tangent a la quadrique. Le centre de la sphere et l'aréte de con- 
fact du cône avec le plan tangent sont un centre de courbure principal et 
la tangente principale correspondante de la quadrique. 


2° Pour avoir le cercle osculateur en un point ordinaire M de la courbe 
d'intersection de deux quadriques définies analytiquement, ıl suffit d'ex-- 
primer que, par l'intersection de chacune d'elles avec une sphère la tou- 
chant en M,on peut faire passer un cône ayant son sommet au point M et 
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langent a la courbe en ce point. Le cercle commun aux deux spheres aınsi 
déterminées est le cercle cherché (' ). 


Je suppose maintenant que l’on veuille résoudre les deux mêmes 
problèmes sur des surfaces quelconques. On pourra, pour cet objet, 
remplacer chacune de celles qui ne sont pas des surfaces du premier 
ou du second degré par une quadrique ayant avec elle, au point que 
l’on considère, un contact d'ordre égal ou supérieur à 2: car, si deux 
surfaces ont entre elles un tel contact, elles admettent, au point de 
contact, les mêmesdirections principales et les mêmes courbures prin- 
cipales, et, d’un autre côté, quand deux surfaces ont respectivement 
un contact d'ordre au moins égal à 2 avec deux autres surfaces en un 
de leurs points communs, la courbe d’intersection des deux premières 
surfaces a le même cercle de courbure, en ce point, que la courbe 
commune aux deux autres. Or, si 


f(x“, ¥, 3) =0 


est l’équation ponctuelle d'une surface, et si x’, y’, 5’ sont les coor- 
données d’un point non singulier de cette surface, on obtient l’equa- 
tion d’une quadrique particulière qui la touche en ce point, le contact 
étant au moins du second ordre, en annulant la fonction 


n —2 


if / U u J oO - at gd |" pl al wl 
Di (e-- 5 -(y—) + (22) 55 ST (2',y',3') 


mai 


c’est-à-dire en ne conservant, du développement de l'équation de la 
surface suivant les puissances entières et positives de x — x’, y — y, 
3 — 3’, que les termes qui sont du premier et du second degré par 
rapport à ces différences. 

Veut-on, par exemple, connaitre les rayons principaux, à l’origine O 
des coordonnées supposées rectangulaires, de la surface A qui corres- 


pond à l'équation 
e*— e!— sins = 0? 


(1) Si Pune des deux quadriques se réduit à un plan, le cercle osculateur est l'inter- 
section de ce plan avec la sphère relative à l'autre quadrique. 
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On peut, à cet effet, remplacer la surface A par la quadrique qui a 
pour équation 


ou 


et appliquer à cette quadrique la règle énoncée plus haut. Une sphère 
la touchant au point O est 


wr yi+ +20 (T—-yY—S:)—=0; 


le cone ayant comme sommet ce point et comme directrice l’intersec- 
tion de la quadrique et de la sphère est 


a+ y?+ s?— po (r?— y?) =0. 


Pour qu'il soit en contact avec la quadrique, c’est-à-dire pour qu’ il 
soit tangent au plan x — y—s =o, il faut prendre p = + V3. Les 
centres de courbure principaux de la surface A sont done les centres 
des deux spheres 


r+ y+ sttaV3(r—y—s)=0('). 


(1) Pour avoir les rayons principaux d'une surface, on peut aussi faire usage du théo- 
reme suivant, facile à démontrer : 


Quand une quadrique et une sphère sont tangentes. le rayon de la sphère et les rayons 
de courbure principaux de la quadrique, au point de contact, sont proportionnels à la 
racine double et aux deux autres racines de l’équation dite équation en d relative aux 
deur surfaces rapportées & trois axes coordonnés quelconques. % étant en multiplicateur 
devant les coefficients de l'équation de la quadrique. 


—_ N 
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RECHERCHES 


SUR LES 


FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL, 


Par M. W. KAPTEYN. 


Dans ce Mémoire, je me propose d’abord de faire voir que le calcul 
des résidus de Cauchy se préte admirablement a la démonstration 
des propriétés fondamentales des fonctions de Fourier-Bessel et à la 
sommation de plusieurs séries composées de ces fonctions. Je m’oc- 
cupe ensuite des développements importants d’une fonction holo- 
morphe en série des fonctions de Fourier-Bessel et en série des carrés 
de ces fonctions, que M. C. Neumann a traités dans son travail 
Theorie der Besselschen Functionen ('), et dans un Mémoire intitulé 
Ueber die Entwicklung einer Function nach Quadraten und Producten 
der Fourier-Besselschen Functionen (7). 

Apres avoir donné une nouvelle démonstration pour les formules 
fondamentales de M. C. Neumann, je termine par donner un nouveau 
développement qui m’a été suggéré par la solution connue du pro- 
bleme de Kepler en fonctions de Fourier-Bessel. 


— re = eee nn. ee mn 


(1) Leipzig, 1867. 
(?) Berichte üb. die Verhandlungen der Kön. Sachs. Gesellsch. der Wissensch. Bd. XXI: 
1869. 
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PREMIERE PARTIE. 


L. Soient set ¢ deux variables imaginaires et J,(3) la fonction de 
Fourier-Bessel de rang x, on a, d'après M. Schlömileh ('). 


lem 


iz 


Is) + LC) +ehls)+el(s)+... 


Da 
(2) + 4 h(2)— „lad... 


pour toutes les valeurs finies de z et de 4 à l'exception de = 0. 
I 


LL , (t-,) 0 . 
En effet, pour toute valeur de 3, e® ' est une fonction holo- 


morphe de ¢ dans toute l'étendue du plan de représentation, excepté 
à l'origine et à l'infini. Cette fonction est donc développable en une 
double série, ordonnée suivant les puissances entières positives et 


négatives de la variable. 


Si Pon pose 
f%* 37 
I ati 
Un a=] (unl tl, 
ie e. r 
: 1 
I f-- 
u_, = — 1 5) tt dt 
27 


les intégrales se rapportant à la circonférence d'un cercle de rayon 
arbitraire 7, décrit dans le sens positif, la double série devient 


at D 


+ Mol "+ u, "u, + tt + wls+.... 


Chotsissons 7 = 1, et soit 


- - — me m ee 


(1) Ueber die BessePsche Function, Zettsch, für Math. u. Phys., 1. Jahrgang. 
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deux proprietes fondamentales 


d'I, (3) 


ds. 


I 

a Cle (5) u Ia+1(3)]» 
nl,(3) = = [n-ı(2) +1,41(3)]. 

En differentiant l'équation (2) on obtient 


A.) _ 1 e? 
ds 20, ert 








CEA TC) 


La seconde propriété se déduit de la manière suivante 


5 j I 2(1-: = 1\ dt 
+ (= fé HODE 
I L | 





x 1 
= ——, — dei\' ri) 
2T il er 
£ 1 3 1 
_ _! ei i) n glia 
~~ QTL tr r OTe garı 
= nl,(3). 


3. Pour faire voir avec quelle facilité se fait la sommation de plu- 
sieurs séries connues, je choisis les deux séries 


zu 
gan) 


cos (scose)=1,(3) — 21, (5) cos29 +21, (3) cos4P —.... 


a) + + lH), 


Le second membre de la premiere serie se reduit, en introduisant 
l'équation (2), à 
7) 5 32 33 
I — =—n =— 77 eos f° 
(1+; 37 2.4.60 ) 


ger! t .4 i? 


Or, pour toutes les valeurs de z et de ¢, ce résidu s'écrit 


z(1_1) zt 

~ err U = e? 2" 
— et — —— — —_.. 

Co {atl Co {uri arn | 


— 
es nn mm mn tn 


(1) Lomuen, Studien üb. die Bessel’sche Function, p. 29. 
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Pour vérifier la seconde série, posons 
S(3)=1,(:)—21,(3)cos29 + al, (3)cos42 —.... 


En introduisant l’e&quation (3), on obtient 


s/ 1 
= 1-7) 
e? | t 


(1— 2l?cosa9 +2 cos 4o —...), 





= ey 7 
w) € I+ altcos2o+t! are Et i+acosag+l 


s(1-}) res (1- ‘| 
S(5)=£ ET 0. / eo aes lt, 


où le rayon r est supposé plus petit que l'unité. 


En remplaçant t par la dernière équation prend la forme 


s 1 
. i ei (ti) — 1 
S(5) = — — — di, 
ati l (‘+ 20? cos29 +1 


le chemin d'intégration étant maintenant la circonférence d'un cercle 
I N e ’ . N 

de rayon — > ı, parcourue dans le sens négatif. On déduit de l'équa- 

tion précédente, en changeant le sens de l'intégration 


3 1: 
(2) 
S(— 3) = — — _—— dl 
ame}, l 1+21°Cc0os2p +! 
Fr 
3 1 
En 


cc 4 1+24cos2p + 


en I . , 
A l'intérieur du cercle de rayon = > 1 se trouvent à présent tous les 


. es . ati) 1 — 0" 
points de discontinuité de la fonction —— 


t 1+ 2010082 © + (°° 
_ 1? i? 
t=0, t—= Lire ?, t= tie! ; 


le résidu est donc un résidu intégral, consistant en cing résidus par- 
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tiels. Le résidu, par rapport au pôle essentiel ¢= 0, est S(3): les 
autres résidus, relatifs aux pôles simples, 


19 iS iv 19 


ie ?, —ie ?, tet, —ie?, 
se déterminent aisément et sont représentés par 


i eft core Leise, _ i eis}, 1 e-izco7, 


2 
En reunissant, on obtient 
S(— 5) = — IS(:) — ei:c07 _ e-'7007] 
ou, parce que 
$(—s)=S8(s), $(s) = cos (scoso). 
4. Dans le reste de cette premiere Partie, j'étudierai encore deux 
séries, dont la premiere 


| —-1+ al, (3) 7+ 21,(25) + 21,(35)4+... (') 





(4) 


I— © 
n'a été démontrée jusqu’à présent que pour les valeurs réelles 
— JS LI. 


Cette série, dont je me servirai dans la troisieme Partie, présente des 
difficultés plus grandes. 
En posant 
S(s)=ı-+.l,(s)+2l1,(23) + 2l;(33) +... 


et introduisant des residus, on aura 


ar t 


£ 
je 
— 
~ 
| 
~ 
D 
LS 
aw 
à a 
vo] a 
— 
~ 
| 
~ i me 
— 
mme) 
~ 
ony 
La) 
2 


= 1 
: I I it—; 
S(3) = 2 ET Latte 


où le chemin d'intégration, la circonférence d'un cercle de rayon arbi- 
traire, est parcouru dans le sens positif. En adoptant, pour s et ¢, des 
valeurs telles que 


- / 


— à) 


. (rt 
(») mod Ze? <i, 


(1) Topnunter, The functions of Laplace, Lamé and Bessel, p. 342. 
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l’equation précédente s'écrit 


5 (t— 
— tet 
S(s)= — Qf pss 
ont |, + ei | = 
Avant d’aller plus loin, il nous faut discuter la condition (5). 
Soit 


t—r(cosÿ+isin#), 3 = p(cosz-+ Using), 


la condition s’ecrit 


(6) re? [tr 5) cosa cos 9 — (r +1) sing sind| _ 

Imaginons que 3(9, @) ait une valeur fixe et proposons-nous de de- 
terminer toutes les valeurs de r, telles que, pour tous les points sur la 
circonférence du cercle r, la condition soit remplie. 

La valeur de 0, qui fait maximum l’exposant 


I r\ . or 
rn. cosa COS Ÿ — r+= sin x sin, 


est déterminée par l'équation 


1 + 7° 
lang = 3 lang. 





Cette valeur, substituée dans la condition (6), la transforme en 





p ./1 
VA Reo 
9 


où la racine a une valeur positive. Il n'y a pas moyen de satisfaire i 
cette condition en prenant r > 1; supposons donc 


Pre" LI, 
on aura, pour déterminer r, l'inégalité 
RE Lu 
Vachou — 200824 < rs 


Il faut donc, set a étant convenablement choisis, que uw varie entre 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Mars 1893. 15 
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les deux racines positives u, et u, de l'équation 


— ou 
(7) V2 chau — 2 cosaa= —~ 
ou de l’equation 
- u 
(8) Vsh’u + sin? = > 


Par approximation, j'écris pour la plus petite valeur deu: shu = u 
’ . . e" . . 
et pour la plus grande, en negligeant sin?“ : shu = -- Ainsi on ob- 
2 
tient les formules approximatives 





(9) y= —, 
Vi—p* 
2 Ul, 
(10 eu ——. 
pP 


Remarquons maintenant que les deux valeurs de uw, qui satisfont à 
equation (7), sont égales si l’on a 


(11) ch 2u — ush2u—cosae (‘), 


et qu’avec cette valeur l’équation (7) devient 


/ au 
(12) P= show 


On voit donc que pour toute valeur de s dont le module est plus 








e 9 N e N ’ ° 
yetit quer / ——_ u étant la racine réelle de l’équation (11), tous les 
I sh 2 « 

points ¢ à l’intérieur d’une couronne, entre les circonférences des 


cercles décrits avec les rayons 
ri = 674 et l'a — e—"s, 


remplissent la condition (5). 
Il est évident que l’ensemble des équations (11) et (12) détermine 
une courbe C, symétrique par rapport à deux axes rectangulaires. 


(1) Pour x = 90° cette équation est la même que Laplace a étudiée dans son Supplé- 
ment à la Mécanique céleste, p. 3 (c). 
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Pour former une idée plus nette de cette courbe, nous avons cal- 
culé Jes valeurs de u et de p correspondantes à quelques valeurs de 
l'angle «. 


2. O°. 15°. 30°. 45°. 60°. 73°. We. 
U....... 0,000 0,651 0,88: 1,031 1,128 1,184 1,199 
Docseses 1,000 0,875 0,788 0,730 0,691 0,669 0,663 


Ajoutons-y quelques valeurs de u, et u,, 7, et r, correspondantes à 
différentes valeurs de p et «, calculées d’après les formules approxi- 
matives (9) et (10). 








0. Oe. 30°. 60°. 90°. 
© a , — 
04 (uy) 0,000, (r1) 1,000 0,050, 0,951 0,087, 0,917 0,100, 0,905 
’ "7" (ue) 4,50, (rs) 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011 
? ? ? ? ? ? I ? I 
0.2 0,000, 1,000 0,102, 0,903 0,177, 0,838 0,204, 0,815 
more 3,58, 0,028 3,58, 0,028 3,58, 0,028 3,58, 0,028 
03 ( 0,000, 1,000 0,157, 0,855 0,272, 0,762 0,315, 0,730 
were) 2,99, 0,050 2,99, 0,050 2,99, 0,050 2,99, 0,050 
0.4 0,000, 1,000 0,218, 0,804 0,378, 0,685 0,438, 0,635 
ue 2,54, 0,050 2,54, 0,079 2,54, 0,079 2,54, 0,079 
0.8 0,000, 1,000 0,289, 0,749 0,500, 0,606 0,546, 0,579 
“ee 2,15, 0,116 2,15, 0,116 2,15, 0,116 2,15, 0,116 
0.6 0,000, 1,000 0,375, 0,687 0,648, 0,523 0,785, 0,456 
ue 1,51, 0,221 1,51, 0,221 1,51, 0,221 1,51, 0,221 
07 \ 0,000, 1,000 0,490, 0,613 
2. 1,35, 0,259 1,35, 0,259 
0,000 1,000 
8... nes ? 
0, | 1,18, 0,307 
0.9 \ 0,000, 1,000 
10,80, 0,449 


5. La discussion précédente apprend que la série S(s) est équiva- 
lente avec l'intégrale 


(13) —— ——"— dt, 
2 TT. (t- - 
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pour tout point s situé dans la partie du plan à l’intérieur de la 
courbe fermée C. 

Observons encore que le chemin d’intégration est une courbe fer- 
mée, située entierement dans la couronne entre les circonférences 
des cercles décrits avec les rayons r, etr, et renfermant la plus petite 
de ces circonférences, tandis que les rayons r, et r, sont variables avec 
la valeur de 3 et déterminés par la position de ce point. 

Choisissons pour ce chemin la circonférence d'un cercle de rayon r, 
et proposons-nous de trouver la valeur de cette intégrale. 

Pour y arriver, nous démontrerons d'abord que, 3 étant un point 
fixe à l’intérieur de la courbe Cet r, le plus grand des rayons corres- 
pondants à ce point, l'équation 


Si 1 
lft- = 
(14) Halo 
n’admet aucune racine dans la couronne comprise entre les circon- 
ferences des cercles de rayonsr, et ı, ni sur le contour du premier 
cercle. 
En effet, substituant dans l'équation (14) 


t=r(cos?-+isind), s=p(cos2z-+isin«), 


on obtient, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire, 


(15) + [ (r- ~) sina cos9 + (r— *) cosa sind] = T, 


r 3 [( r — :) cos 2 ros 0 — (r + :) sin sin 0 | _ 1. 


(16) 


De ces équations on déduit, en posant 


1 I 1 I\ . 
p=3(r—2) cos 9, q= (+5) sin ÿ, 
2 r 2 r 


psinz= pie N+ qlogr et 9 COS X = g(a — 9) plorr 


P'+ 4; p+ PL 
ou, en remplaçant r par ce“, 
nd) - u: 
p? — 9 CNY ’ 
chou - cos 24 


lance — u che sind’ + shu (nt — 4) cos9 
Oo  ushacos9 — chu (a — 9) sind 
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Avec chaque valeur de ¢(r,9) correspondra donc une valeur de 
3(9, x), et faisant varier ¢ sur la circonférence d’un cercle de rayon 
re, la valeur de 9, pour laquelle > est minimum, est évidemment 
= +. Cette valeur minima de ¢ sera 


Imaginons maintenant que pour certaine valeur de s(¢, 2), par 
exemple p = 0,5 et a = 60°, r varie entre les valeurs 7, = 0,606 et 1, 
il est évident que, dans la couronne considérée, il n’y a pas un point ¢ 
qui puisse satisfaire à l'équation (14). En effet, le module du point s, 
correspondant à une racine, tandis que £ varie dans la couronne, doit 


dl 
avoir une valeur p25— a u variant entre u, = 0,500 et zéro, —— shu 
variera entre les valeurs 





sha, = 0,999 et I. 


En général, la couronne correspondant : a une valeur fixe de 3 (9, a) 
sera limitée par les circonferences des cercles de rayons 1 et 7,, cor- 


respondants à 
“=o et uty, 


où u, est la plus petite racine réelle de l’équation (8) 


u 
Vsh?ua,+ sin?x — —. 


p 
La valeur de —-, ; Variant entre les limites 


u 
D 
shu, 





il est évident que la valeur fixe 


u, 





Vsh?u, + sin? 





est plus petite que toute valeur que === — possède dans l'intervalle con- 


sidéré. 

Il semble qu'il y ait une exception pour a = 0° et <= 180°; cela 
s'explique en remarquant que, dans ces cas, la couronne se réduit à 
zéro. 
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L’équation (14) n’admettant point de racine dans la couronne, 
entre les cercles de rayonr, et 1, n’en aura non plus dans la couronne 
entre les cercles de rayons 1 et En effet, on remarquera aisement 
que les équations (15) et (16) ne changent point si l’on remplace r 
et 0 par = et 27 — 0. 

Ajoutons encore que, pour toute valeur de 3, l'équation (14) admet 


la racine ¢= — 1. 
_ Revenons maintenant à la formule (13) 


où r, >r>r,, les valeurs r, et r, étant les valeurs correspondantes à 
une valeur fixe de 3 choisie arbitrairement à l’intérieur de la courbe C. 


En remplaçant ¢ par D on obtient 


(iY 
—S(3 3) = — Ber — dt, 


un |: + ‚| 


i= 


Nous avons changé le signe de S(z) parce que nous admettons que 
la variable ¢, dans la dernière intégrale, parcourt la circonférence du 
cercle de rayon - dans le sens positif, comme dans la premiere inté- 
srale. 

La difference des deux integrales 


1 pal! N 1 — te?! T1 
_ —. — (dit 


— ——(dl 
QT! 5(,—1 2! 51,1 
Toa ’ „ tls + rei | 


| 


n'étant autre chose que le résidu de la fonction ' 
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par rapport à la seule racine simple 2=-— ı du dénominateur, on 
peut la représenter par 
= 1 
Peed ea _ 
tl (r+ te8 IE (=-1 TS 


En réunissant, on aura 





ou enfin 


pour toute valeur de 3 située à l’intérieur de la courbe fermée C. 


6. La seconde série dont je me propose de déterminer le champ de 
convergence est la série 
L (nz) I,..(n+ 23) 
en — 2 —— 
seen Ir - 1)! -— yuri + 7 a! (n + 2)**I 


(a + 1) ln +143) 
a! (n + 4)rrt u 


qui résulte des développements dans la troisième Partie de ce Mé- 
moire. 

Pour démontrer l’égalité précédente, je commencerai par la som- 
mation de la série | 
d"+1] (ns) ' de-+1 In+.(2 +25) 
nn+l dar! (m+ a)"t! distri 


_ (a+ 1)! d+'T, (n+ 4s) 
2! (n+4)"*) dazr+! 


P(z)=(n—1)! 


D'après la formule (3), on a 


at+2p_/, 1 
Invap(n + aps) = (Ne! a e Rs (ei) n+2p-1, 





par suite 

de Dinan. n+2p 

PTasp(n+2ps) (tt Sp (en ED prose 
dzn+i 2 Co t t 
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En introduisant cette équation dans la série P (3), il est évident qu’on 
obtient 


= __(—i)(a — 0! I 1\2ri n “=(¢--) 
pay EN p(t) ya Ca 


z/ 1 , 4s / 1 
x [ + nées (Ti) + ARE — D peta) +.. |. 
Or, tant que 


3 —;) 


(5) mod teï "ti, 


la série entre parenthèses se réduit à 


par suite 


n+1 Cc 2 " = 111° 
2 0 ! |, — zei] 





ns 1 
(=n gp (eo oF (Od 


P(5) 


En assujettissant la variable = à ne pas quitter la partie du plan à 
l'intérieur de la courbe C, on sait qu’on peut toujours assigner à ¢ des 
valeurs telles que la condition (5) est remplie. Toutes ces valeurs de 4 
sont comprises dans la couronne entre deux cercles de rayons, et r; 
plus petits que l'unité qui dépendent de la valeur choisie pour 3. 
Choisissons maintenant pour rune valeur intermédiaire entre r, et r2, 
l'équation précédente prend la forme 





(1-5) 
(tna)! ı (Geel) San er 
P(3)= nr os Def Up a" 


ou, en remplaçant ¢ par - et changeant le sens de la nouvelle inté- 
grale, 
"etwa: (Bay er 


—_ UL 1 dt. 


I -\ — 
I (3)= gar y—i 2 : 22 r-1) 
2 7 Ls — tee! | 


_ 
. 
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Or, d'après ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, il est 
lair dans la cour ntre les deux cercles de ray 
clair que, dans la couronne, entre les deux cercles de rayons r et -; 


la fonction sous le signe d'intégration ne posséde aucun point de dis- 
continuité: par conséquent, les deux dernières intégrales sont iden- 
tiques et l'on obtient 
P(s) = --P(s) 
ou 
P(s) =o. 


On a done, pour toute valeur de z à l’intérieur de la courbe C, 


o- tn yy PF Cas) aT (n+ 23) 
z= (2 —1)! a ee . An +a)y'tiaser 


tar)! art ln (n+ 43) 
2! (a + Las dat! 


En multipliant cette équation par ds et intégrant entre les limites o 
et =, le chemin d’integration étant situé entierement à l'intérieur de 


la partie du plan limitée par la courbe C, on obtient aisément 


(n—1)! fa” I,(nz) _(n-—ı)! 
nirt ds" -4 
d"i.(ns) d'1,,,(n + 23) 
nids rn: (n + ayatidze 
(a +1)! d1,:,(n +43) 
n! (n+ 4)"t1ds" au 


=(n—1)! 


et cette équation a lieu pour les mêmes valeurs de z que la précédente. 
Ce procédé, répété encore n fois, conduit à la série demandée. 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Avi 1893. 14 
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DEUXIÈME PARTIE. 


7. Proposons-nous maintenant de développer une fonction holo- 
ınorphe /(3) en série de fonctions de Fourier-Bessel, de telle sorte 


que 
S (3) = xl (3) — 2,1, (5) — biz —..., 
les coefficients x étant indépendants de =. 

Admettons d'abord qu'un tel développement soit possible, et cher- 
chons à déterminer les coefficients. Pour y arriver, je développe les 
deux membres de l'équation précédente suivant les puissances crots- 
santes de 3, et j'égale les coefticients des mêmes puissances dans les 
deux membres. En écrivant 








5 2 / 5, ° 2% ,:°° 
-\— fi of © Ù — —{[7 > — _I- 3 
fti=f(or+ (5) 7 (0) m3) 10) (3) (0) +... 
1 3° 1 fs? I ‘st 
1,15) = —(- — — (-)] — —-[-) —...]. 
nts) (3) |: Tn 43) VTT ET EE | 
on obtient aisément 
f (or= f == 40 

2f'ioy=2f' = x, 

PK (oir evsra— aat I: 

2 f3(0) =2fF-— — 32 + 2. 

2 ftor— at fi — 02, — 42 + X; 

»fro)=a’f’z= 10%, — 523+ 2%; 

28 ffioy= 28 f!-.— 0 - 192%: — 60%, + Ze, 

LPO 2 PT — 35a, - 21 —- 7%; + 2%, 
dont on déduit, en généralisant, 
Zh, 

2 n’ın!— 0?) > 2in°— 22 2 782 7 . 
anal fr nf = fie TT a — pige [(upain, 
. 4° . | 








” 2. ,2 2_ 72); pt 22 j 
an =| nf! ee ) py OS Pee ie (a impair). 
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Ces coefficients admettent une forme beaucoup plus simple, quand 
on introduit les fonctions 





I n? n? (n?— 2!) n? (n? — a?) (n? — 4? gain! . 
ers Pe al ei. A UE 1) +...+ sr (n pair), 
| n n(n°—1° n(n? — 12) (n? — 3?) gain] . . 
0, (3) = = + n(n) + An ZW) +... uni (n impair). 


En effet, on verra aisément que 


ty — d. De CSC), 


An — 2 & On (HU). 
où les résidus correspondent au seul pole ¢ = o. 

On peut réunir les deux formules pour O, en renversant l’ordre des 
termes et en introduisant un coefficient e,, dont la valeur pour n =o 
est égale à l'unité et pour n =1, 2, 3, ... égale à deux. Avec cette no- 
tation, on a 

a" n| 3? 3° 
(18) tnOn(8) = Teer 1 nn | 


2(22—2) 2.4(an—a2)(an—4) 
les derniers termes entre parenthèses étant 


-n 
- 


2.4...n(an—2)(an—4)...n 
ou 


ah 
- 


2.4...(n—ı)(2an —2)(an —4)...(n+ı) 


selon que n est un nombre pair ou impair. 


De cette manière, on est conduit à ce développement de M. C. Neu- 
mann 


(19) Sf (5) = a1, (5) + a, 1,(s) + a, 1,(5) +..., 


ou 


€ 


(20) An — En &, On OFC) = = f One) sn dı, 
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r représentant le rayon d’un cercle arbitraire décrit de l'origine comme 
centre. 


8. La méthode précédente, analogue à celle dont s'est servi Fourier 
dans son Traité de la Chaleur pour déterminer les coefficients des sé- 
ries trigonométriques, est loin d’être suffisante. C'est pourquoi nous 
allons reprendre le problème et déterminer directement la somme de 


la série obtenue. 
En introduisant, pour 0, (4), l'intégrale de M. Neumann (‘) 


ya 


O, (4) = san [LGV Oy + (Var 8) ler de 


ou 


«[ /. ya y2\" t A 
0,(t)=— f (EEE) + (Sea) etdr, 
209, L c eb rt fi 


on obtient 


> En On (t)1,(5) = i, D I | (7 TE) 


+ (=) le | e-"dr. 


Considérons, dans le dernier membre de cette équation, l'intégrale 
x 
comme la limite de { pour X infini, la somme sous le signe d’intégra- 
0 


tion s'écrit, pour toutes les valeurs de x et ¢, à l'exception de ¢= 0, 
d’apres la formule (1), 





par suite 


IX :-? 


DE O, (4)1,(3) = = lim [ er dr e ! “dr. 
j 0 v 


eee ee eee m — _— 


(1) Cette formule, que M. Neumann donne sans démonstration, a été prouvée d'une ma- 
nière très élégante par M. Sonine (Math. 4nn.,t. XVI). 
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on obtiendrait, en généralisant, 


(25) 2n = En D Qty t fils. 
o 


la fonction Q,(z) étant définie par l'équation 


in? „ 4n*(4n™— 27) 














\ +a 7 =. 
Intl nt. 21\( 4% mn? __ 42 
(ay lan ana) PERS 
3 
| / 2/7 e fy *\ 
„ 47*(4n?— at)... 4n?*—an—2 
+ Sen „ia ? 
dans laquelle 
; (p!)? 
(29 Zap — 
) (ap)! 


10. Pour demontrer rigoureusement le developpement precedent, 
je commencerai par établir une formule analogue à la formule connue 


T 
(26) (= f L,(2: sin») de, 
"0 


pour les fonctions Q,(:) et 0,,(2). 
En partant de l’équation 





An? An’(An’— ar) _ Ann at). .(4nt—an—a 





| 
Dan GE rt arg oe 
on à 
d 2 _ 2 n° — 2? 
— 2 O(s)=r + 348 + 5 Aman) +.. 
0 ——: 
4n?(4n?*—a*)...( 4n?¥—an—a ) 
+ (an +1) I eee 
Quand on remplace dans la dernière équation s par —-, elle de- 
Sin © 
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d 25 . „an? sin’2w 
— 233 — (),, ( —— } = sinaw + 3 — ; 
3 sin 26) 3 2 


„An?(an?— 2?) sin’2w 
+ mn 777 


3 2° 





/ 2 
nA n?— 9? An? — _ sin3a+!: 
4ni(4ni?—a')...l4n 2n—2 ) sin 20) 
ponts) LG?) Gr an=2 ) ) Lan m 


et de cette équation on deduira aisément 





1 Te 
ad f'? 23 4n? An? (4n?— a? 
— 925 — Où (2 ds = + 4g, ae), 
(27) dz J, SiN 2 46), 3° 5! 
/ . 

——— 9 
hn®(4n*—a)...(4n?—an—2 ) 
ın 


+ Fan 





>] 
æ 
a 


en observant que 


T 
77 2 112 
2 f sin??+! @) cos??+! a du = UEP + DT = Po, 
J (ap+a) (ap+t) 
ou 
i ” n2p+1 la =: I 3 
IP { sin 24) (06) Z ap +1 2p° 


Or le second membre de l'équation (27) se réduit à 37Q,(:x), d’où 
résulte la formule cherchée 


x 
etat fo (2 )a 
" =~ ae J AEr ” 
Ou 
d m 23 
(28) Q, (2) a Om (RE ) do 


Les formules (25) et (27) nous permettent maintenant d'écrire 
l'équation 


Done =—2 5 | f Nr ou (Gis) Han (22 sin) de dy. 
0 0 0 0 ' 
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Dans te dernier membre de cette équation mod ——~ varie entre x 
. SJ 

; par suite 


et amodi, tandis que mod 23 sind varie entre o et 2 mod 
la formule (21) sera applicable et Pon aura 
{sin Y 


. fF 20 
) =~) + ES) —— 
DEL an sine. lan (2 S +) ae D ER sin” 


0 





la condition mod > mods étant remplie. 
En introduisant la derniére équation dans la précédente, celle-c 


se réduit à 


Q TAN tsins 
22001 (=) = ml | fs sinty sineg 7 49 


0 


ou, apres avoir effectué l'intégration par rapport ay, à 
d [- sin ds 

ur ? 
dl \ fp — 5: sin?9 


et apres Pintégration par rapport à 9, à 


DE O0) FC: ) —.— 


à 


D | = 





le). 


V':,9 3)- —- 5 
CO Eats) 7 t— 
ou a 
] 
(29) Nien 2a 0) 1 (5 er; 


v 


L'équation (29) ayant lieu quand mod? > mods, on aura sous la 


méme condition 


DE nli(s)= il DE 2, (4) Eis ) f(t) dt = = {eS dt. 


Dans la dernière intégrale, le rayon 7 étant soumis à la seule con- 
dition d'être plus grand que modz, cette intégrale, multipliée par 
Ju >, 


—— West autre chose que la somme des résidus de la fonction - 
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par rapport aux deux pôles simples ¢ = 3 et ¢ = — 3, dont les valeurs 
se déterminent aisément. Il en résulte 


Danla(s)= =f (5) + (5) =f (2), 


0 


ce qui démontre le second développement de M. C. Neumann. 





TROISIEME PARTIE. 


Il. Dans cette Partie, je m’occuperai d'un nouveau développement 
d'une fonction holomorphe en série de la forme. 


S (5) = 2 + al (5) + a1, ( 295) + a31,(35) +.... 


En admettant la possibilité d’un tel développement, la comparaison 
des coefficients des mémes puissances de la variable dans les deux 
membres conduit aisément aux équations 


lo =a, 
2 f' (0) =m, 
2°f?(0) = 2% ae, 

a3 f?(0o) =— 32, + 323, 

a°f* (0) = — 2° fa + fray, 
25f5(0) = 104%, — 35.523 + 55a, 
2650) = 2.152 — 46.6%, + 662%, 


2 ff (0)-—-- 352,+ are; — 9.7; + 7 


De ces équations on tire, en généralisant, 








x = fo) 
dan SO) + SO) + NEO peo) te SO) 
os ren A 0) + “np °) 
RO te Ga yen IO) 
15 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Avril 1893. 
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En introduisant les fonctions nouvelles 





2 1 n?— 1 ı (n?— a?)(n?— 1?) ı 
=\ — / —_ an NT NL 
20.0) = ne 23 + 23.3 ns B + 3.6 PC PL +. 
(an)! 1 
nm zia+1? 
2 I n(n-ı) 1 
-\ — 3 2: — 
a) "(an -+ı)' st 
sure), ran! _ 
(22 +1)§ 3° (an + ı)turi zent: 


les coefficients prendront la forme 


Xo == f(0), 
An —2 La GS), 


Kan = 2 Lan (3) f(s), 


où les résidus sont relatifs au seul pôle s = o. 
On peut réunir les deux formules pour 0,, et ©:,+, en posant 


ns otal a (a— a) , Rn 5 
EnOn (3) = ne ei | + a(an—2) + 2.4(2n — 2)(2n— 4)" 
n*(n — 6)? 
* 2.4.6(an—a)(an—A)(an—6) |’ 


le dernier terme entre parenthèses étant 





ou 


selon que r est un nombre pair ou impair. Remarquons que la deter- 
mination précédente se réduit pour 2 = 0, €, étant égal à l’unité, à 


I 
Oo (3) = Pi 
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En intégrant cette équation entre les limites x et 3, on obtient 


2 ‘oO (3) ds anl Tn n n—2 n? Fa 1 A" 1 
-- s)d3 = — —— | --- _ :-— à ter thee te tes or ee 
sJ, nn+3 | srt a(an —a) 547! n'ont st 
et 
2 ("1 f. ann! n? 3° 
3 f = f ©, ni + FOR 2) 
a e © . © dd 2 > ) 
+. nis ur roam ey 
a4(2n—2)(an—4y)  nlse-17 


ou, d’après l'équation (18), 


(33) =f ~ | n(s) = 2 0,05). 


vn 


Des équations (32) et (33) on déduit aisément la relation 





>, a pa — 2 fg F700 (25) _ Ay (22) _ 
(34) On(3)=2 | dst +33 ig — + (),(ns)]. 
Cette équation nous permet d'écrire 6,(3) en forme d’integrale 
définie. 
En effet, en admettant que la partie réelle de 3 soit positive, l’inte- 
grale 


“= 
En Fi f [Ge + Viet ni) + Cr — Var nist)" erde 
u 0 


est équivalente à 
Lf [ee VFR I+ Ce Vi) ened, 
7 vo 


Celle-ci représente donc aussi la fonction O, (#5) et l’on aura, en 
introduisant l’abréviation y = are "+ Ce vat N, 
O, (ns) = [> e-rsz dr, 
0 
et, d’après l'équation (34), 


(35) O, (5) = a (n25?.z2-- 3nsc +1) yew" de, 
0 


I 
nh 
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En intégrant par parties, l'équation précédente prend la forme 


. if” dy dy 
« - — _ r? "_ } r —Ns al r, 
(36) On (3) ah ( dx? rat “ 


ou, en remarquant que la fonction y satisfait à l'équation différen- 
tielle 


i? 
(37) (r?+1) 4 + 2 _ ty == 0, 


la forme 


2 
(38) YO, (3 If (F2 N ry) emer dar 


D'après l'identité 
dy NX — ad? d 2 | "o—N2X 
(mr) = [ions + me tn ]tre ), 


on déduit de l'équation (38) 


OU (3)= — + f (= + 2nz a (ye-"2) dv — n(3?— nf yermtdr 


n 


= (1— COSAT) +2 (1 +cosan)+n(1ı— 3*)QO, (ns). 


Cette propriété, que nous avions en vue, se réduit a 


(39) 9.(3)=s+n(1—3?)0,(ns) 
et 
(40) 0,(3)=zı+nr(1—3?)O,(ns). 


selon que 2 est un nombre pair ou tmpair(‘). 


— i ee —— _ . — | en nn © + mn — — — 
- wee - 


(1) De ces équations et des équations différenticlles pour O,(2) que M. Neumann a 
données, on pourrait déduire des équations différentielles pour les fonctions ©, (3). 
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Il est bien évident que les dernières équations auront lieu pour 
toutes les valeurs de 3 et qu’on a, dans tous les cas, 


(41) ©, (1) =1. 


13. Revenons maintenant à notre développement (30) et (31), et 
appliquons ces formules d’abord à la fonction 


9 
æ 
I — 5 


f(:)= 





ensuite à la fonction 
f(s)= :*. 


Dans le premier cas, les coefficients prennent des valeurs très 
simples. En effet, 


où le rayon r est arbitraire et soumis à la seule condition d’être plus 
petit que l'unité. 


Or, en remplaçant ¢ par - et changeant le sens de l'intégrale, on 
obtient 


on(7) 
ts fo (: de __ a. fo +) dts p NH 
An — ani}, "\e/ t(i—e) ame) "\t) t(1— 0) Cnt(i—t)” 
ou 
(3) 
r t 


1, ¢(£ —1) 








An — En = EnOn(1) = En. 


Il en résulte la série 


(4) —— =1 +21, (2) + 21,(25) +21,(32) +..., 


que nous avons étudiée dans la première Partie et dont nous avons 
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déterminé le champ de convergence. Dans le second cas, la formule (31) 
devient 


I 
Am — Em Im, ’ 


dont la valeur se déduit immédiatement de la définition de la fonc- 
tion ©,,(£). Cette valeur, substituée dans l'équation (30), donne la 
série 


CCE EEE CES 


ren! LCR +43 4.) 
al (n+ 4)”+! 


dont le champ de convergence est identique avec celui de la série pre- 
cédente. 


14. Considérons maintenant la série 
S =» én On(t)1,(n3) 
0 


et déterminons la partie du plan dans laquelle cette série sera absolu- 
ment convergente. 
Pour cela, je remarque d’abord que pour 


p = mod, 


ona 


LA 
n! 





(42) modI, (as) < = 


En effet, on a 


n 


P EL 
modI, (rs) < el: Ticn+a)p Taon+a)(n+4)? +... 
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et, a fortiori, 














v n" po" rn” a n* 5 
3 —- 11 .. 
modlu(n I< zen Tan? T3 4.an.an? + 
Ou 
n oP 
modlI,(r3) < ne v. 


En second lieu, je tire de l’équation (41), en posant 


r—modé, 


que pour r2ı 
(43) mod), (¢) <1. 


D'après les équations (42) et (43), on voit que le terme general «, 
de la série 


> mod [en On (€)1,,("5)] 


satisfait à Pinégalité 


nn "6? 

UyL2 — Les 

a zn ‚2! ? 

d'où 
p? n p* 
| u n I, 1 14 
lim inst) == "e* lim( 1+ ) Pets, 
Un /n=æe 2 Ri nae 2 


La convergence absolue de la série S est donc établie dans un 
cercle de rayon © = 0,659, € étant racine réelle de l’equation 


Les conditions r21 et 5°: étant remplies, nous pouvons changer 
l'ordre des termes de la série S et obtenir aisément la somme de cette 
serie. Pour y parvenir, développons les fonctions ©,(¢) et réunissons 
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les coefficients des ‘puissances négatives de¢. De cette maniere,. on 
obtient 











5 As 3 Fe 
+ Las ES La qe + > LC) +. | 
[ar LG) 37162) 41 1:(73) 


5» al at 








1,(43) 1,(6:)  5!11,(83) 
31 Het ee + 











Li 3 33 2 3° 004 
S—statatatat: t—s 
En resumant, on a 
I 
(45) — = D en On(t) I, (nz) 
0 
pour 


modé21 et modz<t. 


La dernière formule s’etend aussi à toutes les valeurs de z com- 
prises à l’intérieur de la courbe C, qui est située entièrement dans le 
cercle de rayon 1. 

En effet, attribuons à ¢ une valeur constante dont le module est 
plus grand que l’unité, il est évident que la série considérée sera 
convergente en méme temps que la série 


> EnI, (rs), 


0 


dont le champ de convergence est précisément limité par la courbe C. 
Ann. de l’Ée. Normate. 3° Série. Tome X. — Avrıı 1893. 16 


prapres © ip 
vintérieu a cou! 
S “ve fi a= 
Sentai) = fx (D at yur 
° 
En résuma aurons done theore™ 
Lorsqu une f ‚nction JG „si holo pl ans un 
RZ elle est évelopP' ne série d forme 
or ahi) + 4,1123) + PA COR a 
12 convergent r'intérieur de la courbe 
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Tout revient, comme nous l'avons dit plus haut (8, III), à prouver 
la convergence des développements de ces intégrales. 


I. Si les fonctions f(a, y, ...), 5(x, y, ...) sont toutes deux olo- 
tropes à l’intérieur de quelque système de cercles comprenant les va- 
leurs particulières x,, Yo, ...: Si, de plus, les valeurs de o(x, y, ...) 
et de toutes ses dérivées en 2, ÿ,, - .. sont réelles, positives et supé- 
rieures aux modules des valeurs correspondantes de f(x, y, ...) et de 
ses dérivées semblables, la fonction 2 sera dite majorante de f par 
‘apport aux valeurs particulières considérées. 

D'après cela, les points suivants sont évidents : 


Relatwement à des valeurs particulières donnees : 

St 9 est une majorante de f, toute dérwee de 5 est une majorante pour 
la derivee semblable de f; 

Une expression entière par rapport à plusieurs fonctions telles que f et 
a quelques-unes de leurs dérivées d'ordres quelconques, a pour majorante 
l'expression qu'on obtient en remplaçant dans la proposée tous les coefft- 
cients par leurs modules, et les fonctions f avec leurs dérivées par leurs 
majorantes et les dérivées semblables de celles-ct. 


II. Sovent f(x, v, ...) une fonction olotrope a l'intérieur d'un système 
de cercles de rayons R,, Ry, ...:x,, You ... des valeurs particulières in- 
térieures aux cercles dont ils agit; r une premiere quantité positive infe- 
rieure aur differences KR, — mod.x,, R,— mody,. ...; x une deuxrieme, 
positive ou nulle, quelconque d'ailleurs : M une troisième superieure à tous 
les modules que peut acquerir la valeur de f(x, y, ...) a l'intérieur et sur 
les circonferences des cercles de rayon r décrits respectivement de x,, 
Yar ... comme centres; 3, ¥, ... des constantes positives au moins égales 


. 1 , . . 
a -: en/in m un entier Dosili). 
5 enfi posite, 


Cela etant, la fonction 
M + x 


MO = sn ayy) EL a 


est majorante pour f(x, y. ...) relatwement aux valeurs x4, ya, ++. 


Tout d'abord, ces deux fonctions sont olotropes à l’intérieur de 
quelque systeme de cercles comprenant les points x,, Yo, .... Faisons 
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suivre maintenant de l'indice zéro les notations des diverses fonctions 
a considérer et de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu- 
lières en 24, ¥,..--. Il vient immédiatement 


W,=M > mod /,, 


puis 
irl+...W 
| M + 2) Bly... > mim +1)... (me + od) 
| | X(m+i)(m+i+n...(Unm+i+ ln 
> EE 
3, 1.2...81.2...1 ditt fi” 
= M Ti 7 plo > mod Er 


III. Se l’on designe par u une fonction inconnue de la variable inde- 
pendante x, par U,(x, u) une composante donnée, olotrope a l'intérieur 
d'un système de cercles, et par x,, u, des valeurs intérieures aux cercles 
dont il s'agit, l'équation différentielle 


(Ry -— =. U,(r, u) 


est identiquement vérifiée par la substitution à u d'une série entiere en 
x — ©, se réduisant au, pour x = Ly (*). 


L’équation (8) constituant à elle seule un système harmonique 
passif (13), tout revient, comme nous le faisions remarquer il v a un 
instant, à prouver la convergence du développement de l'intégrale hy- 
pothétique. Dans le présent alinéa, nous désignerons par R,, R, les 
rayons des cercles à l’intérieur desquels la fonction E,(2, w) est 
supposée olotrope; par 7 une quantité positive inférieure aux diffe- 
rences 

R,—-modz,, R,—moda,: 


par M une deuxième supérieure a tous les modules que peut acquérir 
la fonction U,(z, u) à l’intérieur et sur les circonferences des cercles 





— m m sie — —— — ee -— 





(1) La démonstration de l'alinéa Ill est empruntée à un Mémoire de MM. Mérav et Ri- 
quier, ayant pour titre : Sur la convergence des développements des intévrales ordinaires 
d'un système d'équations différentielles totales ( Annales de l’École Normale supérieure, 
1889, p. 372 et suivantes). 
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de rayon r décrits de x,, u, comme centres; nous poserons enfin 


T — Lo+ u — u,—Z, 





9,(Z) =: —1+ M 


d'où résulte (II) que Q,(Z) est majorante pour U,(z, u) relativement 
aux valeurs 2, u,. 

Cela étant : 

1° En désignant par & un entier > 1 et par U,(z, u) l'expression 

au , 
ultime de -,-——» la fonction 

dick 
k—1 k 

(9) Qe(Z)—1.3.5...(2k — 3) ( ) Man 


I 
r 


est majorante pour U,(x, u) relativement aux valeurs z,, Up. 
Il résulte, en effet, des alinéas I et IT, combinés avec la définition 
de Q,, que l'expression ultime 








du, du, 
dx du ‘ 
a pour majorante 
dQ, AU, __ da, — dQ, M+ı 1 (M41)? oC. 
de * da ae = aE (1- 2) =; 
r r 


le point en question se trouve ainsi démontré pour Q, et U,. En le sup- 
posant vrai pour Q, ct U,, l'expression 


qui, à cause de la passivité du système (8), coincide bien avec l’ex- 
pression ultime U,,, (12, VIT), a de même pour majorante 


AQ, dQ, __ AQ, __ dQ, M + 1 __ 
de da =a, OF = apo = Sate 
r 


2° En désignant par § le module de x — x, et parg un entier positif 
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quelconque, le terme en (x — x,)? dans le développement de l’inte- 
grale hypothétique de (8) a un module inférieur à 


(10) Sl. 
r 


Effectivement, le terme dont il s'agit est 


(11) U,(ro uy) Ea SON" 


.2...q 
Or, sig =1, ona, d'après la définition de M, 


mod U,( 2x9, 49) < M, 
et à plus forte raison 


mod Uy (et) <a [N]; 


r 


sig est >1, en faisant dans la fonction (9) A=q, r=, u=u,. 
on a, d'après 1°, 


1 
mod Ug( 2, u) <1.3.5...(29 — 3) ( | (M +1)? 


I 
ir 
<r.2.4.6...2q( ) Mm + 1)7 


J 
r 


N 


cran. fl 


Donc, pour toute valeur positive et entière de g, le module du 
terme (11) est inférieur à la quantité (10). 
3° Le développement de l'intégrale hypothétique a un rayon de 
. ’ x .. soe r 
conver ; sitive ———.- 
vergence au moins égal à la quantité positive MF 
Effectivement, l'expression (10) est le terme général du developpe- 
ment de 
—1 
rf a (M +08] 
r 
en une série entière par rapport à §, qui converge tant que £ reste 


m. , r . , oe 
inférieur a MT A plus forte raison le développement de l'inté- 
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grale hypothétique est convergent, si le module de x — x, tombe 
au-dessous de cette dernière quantité. 


IV. Si l’on considère divers groupes de fonctions, dépendant res- 
pectivement d’autant de groupes de variables, et divers produits dont 
chacun ait pour facteurs des dérivées provenant d'un même groupe 
de fonctions : 

1° On nommera faille d'un semblable produit la somme des ordres 
des facteurs; 

2° On dira que deux produits, provenant soit d'un même groupe 
de fonctions, soit de deux groupes distincts, sont isomorphes, si, quel 
que soit A, le nombre des dérivées d'ordre # est le même dans l'un et 
dans l'autre. 


V. 1° St, désignant par w une fonction de la variable indépendante t, 
on execute sur la fonction composee F(t, sw), a composante indéterminée, 
#(::1) différentiations consécutives, puis, que l’on ordonne le résultat par 
rapport aux dérivées de w, l'algorithme final pourra s’obtenir comme il 
suit: assimilant pour un instant l'unité à un produit de taille nulle, on 
considerera les divers produits de tailles 0, 1, 2, ..., k formes avec les 
dérivées de w, on multipliera chacun d'eux par un coefficient convenable- 
ment choist, egal à quelque somme de multiples entiers de dérivées par- 
(telles de la composante, et l'on ajoutera tous les résultats. 


Ce point est évident pour & = 1, et l'on vérifiera sans difficulté que, 
s'il est vrai pour une valeur quelconque de A, il l’est encore pour la 
suivante. 


2° Si l'on execute sur l'expression 


dw 


P(t,w) +-Wi(t,w) PTE 


où D, W désignent deux composantes indeterminees, k — 1 dıfferentia- 
{ions consécutives, pus, que l’on ordonne le resultat par rapport aux 
dérivées de w, l'algorithme ainsi obtenu ne diffère du précédent que par 
les fonctions de t, w qui y jouent le rôle de coefficients. Ces dernières 
deviennent, dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le 
produit de quelque entier positif soit par la fonction ®, soit par la fonc- 
tion W, soit par quelqu’une de leurs dérivées partielles. Dans le coefficient 
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d'un produit de taille inférieure à k figure nécessairement quelque dérivée 
partielle de ® (ou cette fonction elle-méme, si k — 1); dans le coefficient 


d'un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses déri- 
vees partielles. 


VI. St l’on désigne par x, y, ...,u, +, ... les variables indépendantes 
et les fonctions inconnues d’un systeme franc (A) (14), et par xs, 
Yor +++» Uy Vo, ... des valeurs particulières arbitrairement choisies à l'in- 
térieur des cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés 
olotropes, le système déduit de (A) en y remplaçant les coefficients dont 
ul s'agit par certaines majorantes relatives à ces valeurs admet un groupe 
d'intégrales prenant en x,, Yo, ... les valeurs initiales respectives Uy, 
Vor -.., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que 
parametriques, ont des valeurs initiales essentiellement positives. 


Soient 


g le nombre des fonctions inconnues u, ¢, ...; 
e une quantité positive moindre que 1; 
u une quantité positive quelconque; 
. I 
(7) la fonction —--_- 
1—7T 


Il résulte de l’alinea III que, en désignant par w une fonction 
inconnue de la variable indépendante ¢, l’equation différentielle 
dv pO(t+ gw) 


(12) dt — 1—Eb(t+ gw) 





est identiquement vérifiée par la substitution à w d’une série entière 
en ¢ dont la somme s’annule avec 2 ('). D'ailleurs les valeurs initiales 
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si 
l’on développe (7) par la formule 


IHT+T+..., 


rc ES ETE 


pp (+) 
1— € 6(t) 
de certains systèmes du premier ordre (Annales de l’École Normale supérieure, 1890, 
p. 47 et suiv.). 
Ann. de l’Ec, Normale. 3° Serie. Tome X. — Avail 1893. 17 


(1) La fonction a déjà été employée par MM. Méray et Riquier dans l'étude 
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et que, après avoir remplacé 7 par ¢ + gw, on ordonne le résultat par 
rapport aux puissances de £ et w, on voil immédiatement que les 
valeurs initiales de la fonction ©(¢ + gw) et de ses dérivées de tous 
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc- 


tion ‚ qu’on peut développer suivant la formule 


1 
1—e0(t+gw) 


1+ £8 +e0?+..., 
par suite enfin du produit 


u O(t+ gw) TOUT Ex) 
second membre de l'équation (12). Les valeurs initiales des dérivées 
de tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro- 
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées à leur 
calcul, elles se présentent sous forme d'expressions entières, à coeffi- 
cients entiers et positifs, par rapport aux valeurs initiales du second 
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W(¢) l’in- 
tégrale considérée de l’équation (12). 

Considérons maintenant une relation quelconque (a) du système 
franc proposé; puis, écrivons l'équation (12) sous la forme 


div dw 


et différentions cette dernière (13) autant de fois qu’il le faut pour 
obtenir une relation de même ordre que (a). Si, dans ces deux rela- 
tions d’ordre égal, on suppose les seconds membres ordonnés par rap- 
port aux dérivées qu'ils contiennent, et si, dans chaque terme de l’une 
et de l’autre, on fait abstraction pour un instant de la fonction qui y 
joue le rôle de coefficient, un terme pris à volonté dans le second 
membre de (a) a pour isomorphe un terme convenablement choisi 
dans le second membre de la relation que nous avons déduite de 
(13) (IV) (V). Dans le second membre de cette dernière, partageons 
alors les termes en deux groupes, suivant que chacun d’eux est ou 
non isomorphe de quelque terme figurant dans le second membre 
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de (a). Remplaçons enfin dans les termes du second groupe toutes 
les dérivées par leurs expressions ultimes déduites de (12), sans tou- 
cher ni au premier membre, ni aux termes du premier groupe. La 
nouvelle relation ainsi obtenue, que nous désignerons par (b), est 
identiquement vérifiée, comme (12) et (13), par la substitution à w 
de la fonction W(¢). 

Cela posé, faisons-correspondre aux variables indépendantes et aux 
fonctions inconnues 


T Y» .o.9 U, Vv, ee 8 


du systeme harmonique autant de constantes positives 


a’, a, ..., BY, 8, ..., 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs, et appe- 
lons poids d’un produit de dérivées, par exemple de 


dx'dy'... dx" dy? ? 
la quantité 
BP" 
alarl,... amad... 


dont la loi de formation est évidente. Puis, considérant l’un quel- 
conque des produits de dérivées qui figurent dans le second membre 
de (b), désignons par rn le nombre des produits isomorphes figurant 
dans le second membre de (a), et par Z la somme des résultats ob- 
tenus en multipliant chacun de ces derniers par son poids. Dans le 
second membre de (b), remplacons alors la variable 2 par 


a(2— 2) +a(y—yo)+--- 


la fonction w par 


z [Bu ue) + B'(v— ve) +...1, 


et chaque produit formé avec des dérivées de w par celle des quantités 
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y 

= qui lui correspond; substituons enfin au premier membre de la 
même relation (b) celui de la relation (a) multiplié par son poids. 
Il est facile de voir que la relation résultante sera identiquement vé- 
rifiée en x, y,..., quand on fera 


‘al 


| us t+ = WIx(z—r)+ L'(Y — Yo) +...], 
Pr 


| P == do + ge Wa" — To)+ 2 (Y —Vo)+...], 


D'ailleurs, en y réduisant à l’unite le coefficient de la dérivée qui 
figure dans le premier membre, la relation finalement obtenue ((a)) 
ne différera de la relation (a) que par les coefficients du second 
membre. 

Comme à chaque relation (a) du système proposé (A) on peut faire 
correspondre une relation telle que ((a)), on tombera sur un sys- 
teme ((A)), différant de (A) par les seuls coefficients des seconds 
membres, et identiquement vérifié par la substitution à u, ¢, ... des 
seconds membres de (14), c’est-à-dire de fonctions qui prennent en 
Io, Ye» --- les valeurs initiales uy, #,, ..., tandis que leurs dérivées 
de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement positives. 

Je dis maintenant que, la constante positive e ayant été choisie sous 
la seule condition d'être inférieure à 1, on peut disposer des constantes 


(15) By æœ, a", ..., 51, 57, ..., 


de manière que chaque coefficient du système (À) ait pour mayorante le 
coefficient correspondant de (( À )), relatwement aux valeurs &,, Yo ---» 
Us Vo vee. 

Nous ferons tout d’abord quelques remarques sur la composition 
des coefficients de ((A)), en considérant, pour fixer les idées, ceux 
du second membre de la relation ((a)). Chacun d’eux est une somme 
de fonctions de x, y, ..., u,v, ... qui toutes ont des valeurs initiales 
positives, ainsi que leurs dérivées partielles de tous ordres. Pour le 
terme ne contenant aucune dérivée de u, v, ..., si l’on désigne para 
le poids du premier membre de ((a)), quelqu’une des fonctions dont 
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il s’agit s’obtient (abstraction faite de quelque facteur entier et po- 


sitif) en multipliant par = quelque puissance entière et positive de 
(16) Bla (xr — xy) + a" (y — yo) +... + 8'(u — ty) +B" (4 — 60) +... 


Pour tout autre terme du second membre de ((a)), si l’on désigne 
par Ÿ le poids du produit qu’il contient, et par 2 le nombre des pro- 
duits isomorphes figurant dans le même second membre, quelqu’une 
de ces fonctions s'obtient (toujours abstraction faite de quelque fac- 
teur entier et positif) en multipliant quelque puissance entière et 


oe ye . 7 y . € y . 
positive de l'expression (16) soit par = +, soit par — ~, suivant que 


le terme considéré contient un produit de taille inférieure ou égale a 
l'ordre du premier membre (V). 

Ainsi, les termes figurant dans l’ensemble des seconds membres 
de ((A)) sont de trois sortes : 1° les termes indépendants des déri- 
vées des fonctions inconnues; 2° les termes contenant des produits de 
taille inférieure à l’ordre du premier membre correspondant; 3° les 
termes contenant des produits de taille égale à l’ordre dont il s’agit. 
Nous les nommerons respectivement termes de première, de seconde, 
de troisième espèce. Dans chacun d’eux figure, d’après les explications 
données ci-dessus, une constante positive affectant, suivant le cas, 
l'une ou l’autre des trois formes 


et que nous dirons être elle-même de premiere, de seconde ou de troi- 
sième espèce. 

Désignons maintenant par R,, R,, ..., R,, R,, ... les rayons des 
cercles à l’intérieur desquels les coefficients des seconds membres de 
(A) sont supposés olotropes; par r une quantité positive inférieure à 
toutes les différences 


R.— modxz, R,y—mody, ..., 
R„— moda, R,—- mode, ...; 


par M une limite supérieure des modules qu’acquierent les mêmes 
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coefficients à l'intérieur et sur les circonférences des cercles de rayon r 
décrits de 2, Yo, +.» Uy» Vos --. comme centres; enfin par P la plus 


grande des quantités M, -- Il suffit évidemment (II) de faire voir que 
r 


l'on peut disposer des constantes (15) de manière à rendre supé- 
rieures à P les quantités 


a, a”, ..., B', 157, ..., 


ainsi que les diverses constantes positives de première, seconde et 
troisième espèce. 
A cet effet, nous désignerons par 


a, 3, O, a, ..., 6 


p+ 2 constantes positives provisoirement indéterminées, et nous 
prendrons : 1° pour chacune des quantités a’, a”, ... le produit de « 
par des puissances de 0,, 0,, ...,9, d’exposants respectivement égaux 
aux cotes première, seconde, ..., p'*™* de la variable correspondante; 
2° pour chacune des quantités 8’, 3”, ... le quotient de B par des puis- 
sances de 0,,0,, ..., 9, d’exposants respectivement égaux aux cotes 
première, seconde, ..., p*™* de la fonction inconnue correspondante. 
Alors le poids d’une dérivée d’ordre s a pour valeur le quotient de 


° par des puissances de 0,, 0,, ..., 0, d’exposants respectivement 


égaux aux cotes première, seconde, ..., p™ de la dérivée considérée. 
Soient, en outre, 


N un entier supérieur à tous ceux que nous avons désignés d’une 
manière générale par 7; 

h,, h,, ...,h, les plus petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes première, seconde, ..., pit" des diverses va- 
riables indépendantes ; 

G,, G,, ..., G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement 
atteindre celles des diverses fonctions inconnues; 

JioJav+++s Jp les plus petites valeurs, et J,, J,, ..., J, les plus grandes 
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées figurant dans l’ensemble des équations ((A)). 
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Parmi les termes de troisième espèce figurant dans l’ensemble des 
seconds membres, nous distinguerons spécialement ceux qui sont 
linéaires par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et nous 
démontrerons tout d’abord qu’on peut disposer de 0,, 9,,..., 9,, de 
manière que les constantes de troisième espèce qui y figurent soient 
toutes supérieures à P, quels que soient « et ß. Il suffit, pour réaliser 
cette condition, de prendre successivement 


€ 


0.>1, 
| 8, > PN gl .. Gr tr, 


| 9,>1ı, 
| 9> EN qe gen ge 


En effet, si l’on considère une relation quelconque du systeme ((A)), 
et que l’on désigne par A l’ordre de son premier membre, les termes 
linéaires de troisième espèce qui peuvent figurer dans son second 
membre sont nécessairement aussi d'ordre A, et la dérivée que con- 
tient chacun d’entre eux a, par hypothèse : soit une cote première in- 
férieure à celle du premier membre; soit une cote première égale à 
celle du premier membre avec une cote seconde inférieure; . ..; soit 
des cotes première, seconde, ..., (p — 2)*™* respectivement égales à 
celles du premier membre, avec une cote (p — 1)'*™* inférieure; soit 
enfin des cotes premiere, seconde, ..., (p —1)'*™ respectivement 
égales à celles du premier membre avec une cote p“"* inférieure. 
Comme on a pris 4, >1, 0, >1, ..., 0,> ı, les constantes de troisième 
espece figurant dans les coefficients des termes considérés ont donc, 
suivant le cas, une valeur au moins égale à l’une ou a l’autre des 
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quantités 
€ _ 1 ia 
noe eg, 
€ Fa) Fe Fi 
N r...6, De» 
E hj,—3 
nor PO. 
€ 
Noe 


elles sont donc toutes supérieures à P, en vertu des inégalités (17). 
Après avoir ainsi fixé 0,, 0,, ..., 0,, je dis que l’on peut disposer de 
3 de manière à rendre supérieures à P, quel que soit a, les diverses 
constantes de troisième espèce qui restent à considérer, et, en même 
temps, les quantités 8’, B”, ... Effectivement, abstraction faite d’un 


, € FR . . 
facteur de la forme —, chacune des constantes de troisième espèce qui 


restent à considérer s'obtient en multipliant quelque puissance de 8, 
d’exposant supérieur à zéro, par quelque quantité positive dépendant 
uniquement de 0,, 0,, ..., 9,. Si donc on désigne par Q la plus petite 
valeur que cette dernière atteigne dans les constantes en question, il 
suffira, pour réaliser la double condition que nous avons en vue, d’as- 
sujettir 8 aux trois inégalités 


B>1, 

PN 

el 

8 > Pbt GG... 65r. 


B> 


Prenons enfin 
P 


a> ———, 
Oh Ohr. . Ohr 


moyennant quoi les constantes a’, æ”, ... seront elles-mêmes supe- 
rieures à P. Les diverses quantités &’, a”, ..., 6’, $”, ... se trouvant 
alors fixées, chacune des constantes de première et de seconde espèce 
est le produit par de quelque quantité positive connue. En désignant 
par L la plus petite valeur qu’atteigne cette dernière dans les con- 
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stantes en question, il suffira, pour les rendre supérieures à P, de 


prendre a > a 


VII. Dans un système franc (A), les développements des intégrales 
hypothétiques sont convergents, toutes les fois que les determinations ini- 
tiales de ces dernières sont identiquement nulles. (On suppose, bien en- 
tendu, les valeurs initiales 25, Yo, ..., Uy = 0, % — 0, ... des variables 
indépendantes x, y, ... et des fonctions inconnues u, ¢,..., toutes in-. 
térieures aux cercles où les coefficients des seconds membres sont 
supposés olotropes.) 

Pour le systeme (À), en effet, les expressions ultimes des dérivées 
principales sont des polynömes entiers (à coefficients entiers et posi- 
tifs) par rapport aux coefficients des seconds membres, à leurs déri- 
vées partielles et aux dérivées paramétriques des fonctions inconnues ; 
et pour le système majorant ((A)), dont la formation est expliquée 
ci-dessus (VI), les expressions ultimes des mêmes dérivées sont com- 
posées exactement de la même façon avec les majorantes des coeffi- 
cients de (A), leurs dérivées partielles, et les dérivées paramétriques 
des fonctions inconnues. Dès lors, puisque les valeurs initiales des 
dérivées paramétriques sont toutes nulles dans les intégrales hypo- 
thétiques de (A), et qu’elles sont, au contraire, toutes positives dans 
les intégrales effectives de ((A)) dont l'existence vient d’être con- 
statee (VI), les valeurs initiales positives fournies pour les dérivées 
principales de ces dernières seront évidemment supérieures aux mo- 
dules des valeurs initiales fournies pour les dérivées semblables des pre- 
mières. Les développements des intégrales effectives du système ((A)) 
étant de toute nécessité convergents, ceux des intégrales hypothé- 
tiques de (A) ne peuvent manquer de l'être aussi. 


VIII. Dans un système franc (A), les développements des intégrales 
hypothetiques sont convergents, quelles que soient les determinations ini- 
tiales. (On suppose toujours les valeurs initiales des variables indépen- 
dantes x, y, ... et des fonctions inconnues u, 6, ... intérieures aux 
cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés olo- 
tropes.) 

Designons par 25, Yu, ... les valeurs initiales de x, y, ..., par v, 

Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Mat 1893. 18 
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9, .… les déterminations initiales de a, », ..., et observons que, parmi 
les dérivées de u, 9, ..., celles qui sont respectivement semblables aux 
dérivées principales de u, ¢, ... ont toutes zéro pour valeur initiale, 
mais que les valeurs initiales de v, 9, ... et de leurs dérivées res- 
tantes sont précisément égales aux valeurs initiales données pour u, 
¢, … et leurs dérivées paramétriques semblables. 

Désignons maintenant par «, v’, ... de nouvelles fonctions incon- 
nues, puis considérons le système différentiel déduit du proposé (A) 
en y remplaçant u, ¢, ... et les diverses dérivées de u, #, ... qui y figu- 
rent par v+ u, 9 +9, .… et les dérivées semblables de ces sommes. 
Ce système, qui se met immédiatement sous forme harmonique, est 
en outre passif, car ses relations ultimes se déduisent de celles du 
proposé à l'aide de la même substitution. Il remplit d'ailleurs toutes 
les autres conditions exigées par la définition des systèmes francs (14), 
et, en vertu du théorème des fonctions composées ('), les fonctions 
de æ,y, +... 4, 6, ..., qui jouent le rôle des coefficients dans les se- 
conds membres, sont certainement olotropes dans quelque système de 
cercles comprenant les valeurs &,, Yo. «++, 0, 0, +++ 

Cela posé, les valeurs initiales fournies par les relations ultimes 
de (A) pour les dérivées principales de z, ¢, ..., quand on prend 
comme determinations initiales v, 9, ..., coincident respectivement 
avec les-valeurs initiales fournies par les relations ultimes du second 
systeme pour les dérivées semblables de uw’, 9’, ..., quand on prend 
des déterminations initiales identiquement nulles. Or, d'après VII, les 
développements construits dans le second cas sont convergents; ils le 
sont donc aussi dans le premier. 





16. Un système harmonique et passif quelconque admet un groupe 
d’integrales ordinaires (2), et un seul, répondant à des conditions ini- 
tiales données (8). 


Tout revient, comme au numéro précédent, à prouver la conver- 
gence des développements de ces intégrales. 





(1) Foir mon Mémoire Sur les principes de la Théorie generale des fonctions (Annales 
de l'École Normale supérieure, 1891, p. 85). 
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I. Dans un système harmonique d'ordre K, impliquant les fonctions 
inconnues u, v, ... des variables indépendantes x, y, ..., le second 
membre de toute relation ultime d’ordre supérieur à K est un polynôme 
entier par rapport aux dérivées parametriques d'ordres supérieurs a K, et 
les coefficients de ce polynôme des fonctions (olotropes dans un système de 
cercles) de x, y, ...,u, v, ... et des dérivées paramétriques d'ordres 1, 
2, ..., K; de plus, si dans chaque terme du polynôme on fait abstraction 
du coefficient, la somme des exces sur K des ordres de ses facteurs est au 
plus égale à l'excès sur K de l’ordre du premier membre. 


Il est bien facile de se convaincre que l'énoncé précédent, en y sup- 
primant le mot parametriques partout où il se trouve, s'applique à 
toute relation primitive d'ordre supérieur à K. On en déduit aisément 
son exactitude pour les relations ultimes. 


II. De tout système harmonique et passif on peut, par le mécanisme 
décrit ci-après, déduire un système d'ordre egal jouissant d'importantes 
propriétés que nous établirons plus loin (WE) (IV). 


A. Designant par K l’ordre maximum des dérivées qui figurent 
dans les équations données, adjoignons à u, v, ... de nouvelles fonc- 
tions inconnues en nombre égal à celui des dérivées paramétriques 
des ordres 1, 2,..., K, et écrivons que celles-ci sont respectivement 
égales aux nouvelles fonctions inconnues : nous obtiendrons ainsi un 
PREMIER GROUPE @,, D’OnDRE <K, 


B. Remplaçant, dans les équations du système donné, les dérivées 
paramétriques des ordres 1, 2, ..., K par leurs valeurs tirées des pré- 
cédentes @,, nous obtiendrons un SECOND GROUPE @., D’orprE K. 


C. Comme nous l'avons expliqué au n° 1, chacune des variables 
indépendantes x, y, 3, ... et des fonctions inconnues u, v, ... du sys- 
tème harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées de ces 
dernières, se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons à 
chacune des nouvelles fonctions inconnues u, ... (A) des cotes premiere, 
seconde, ..., p' eme respeclivement égales à celles de la dérivée parame- 
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{rique correspondante ; nous affecterons en outre les anciennes fonctions 
inconnues u, v, ... de cotes (p +1)" quelconques, les nouvelles u, ... 
de cotes (p + 1)" toutes égales entre elles, et les variables indepen- 
dantes x, y, 3, ... de cotes (p +1)" c,, c,, Cz, ... choisies de telle 
façon que, pour chacune des anciennes fonctions inconnues u, +, ..., 
et dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les anciennes dérivées parame- 
triques aient des cotes (p + 1)" toutes distinctes entre elles. Il suffit, 
pour réaliser cette dernière condition, d'attribuer à c,, c,, c,, ... des 
valeurs entières et positives satisfaisant aux relations 


Cr >Kc,, cy>Kc:, 


Soient, en effet, 
d'+8+Y+. 4 d= +p+y'+... u 


dct dyPdst...” dx dy® dst... 
deux dérivées paramétriques appartenant à une même fonction in- 


connue u et à un même ordre <K. La différence de leurs cotes 
(p +1)" est, visiblement, 


(18) (a -—a')ce,+ (8 — B’)cy+ (y—y')ez+.... 


Or les quantités « — a’, 8 — B’, y — y’, ... ne sont pas toutes nulles, 
et l’on peut toujours supposer que la premiere qui ne s’annule pas est 
positive. Si l’on aa — x’ > 0, la quantité (18) est au moins égale à 
Cr— (Bley+y'ez+...-), 
a plus forte raison a 
Cx—(B+y +...)e,, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est supé- 
rieur à Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Si 
Pon aa—a’=o0, B — B’>0, la quantité (18) est au moins égale à 


Cy—(y'C:+...), 
à plus forte raison à 

Cy— (7 +...)cs, 
différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur à 
Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Et ainsi de 
suite. 
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D. Désignons actuellement par & un entier positif SK, par g un 
entier positif quelconque, et considérons, relativement au système 
donné, une dérivée paramétrique d'ordre + q que l’on puisse, de 
diverses manières, regarder comme résultant d’une différentiation 
d'ordre g exécutée sur telles ou telles des dérivées paramétriques de 
l'ordre &, et par suite sur telles ou telles des nouvelles fonctions in- 
connues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (C) que les diverses 
dérivées d'ordre g (des nouvelles fonctions inconnues) qui corres- 
pondent ainsi à une même dérivée paramétrique d'ordre # + g du sys- 
tème donné ont des cotes première, seconde, ..., pi" respectivement 
égales aux cotes homologues de cette dernière. Je dis de plus que leurs 
cotes (p + 1)" sont nécessairement distinctes entre elles. 

Soient, en effet, 


dxidyids'... 
une dérivée paramétrique d’ordre & + q, 
(19) au du 
9 dit dyi ds...’ def dy ds... 
deux des dérivées paramétriques d'ordre A dont elle peut être consi- 
dérée comme une dérivée gi", et 


(20) Ur fr... Mile 


les nouvelles fonctions inconnues qui correspondent respectivement à 
celles-ci. Si l'on observe que les fonctions (20) ont la même cote 
(p-+ı)“=e (C), et si l'on calcule la difference entre les cotes 
(p+ 1)emes des deux dérivées 


AM: pr... AM pr... 
dr! dyi-S ds... di dyi-T ds 
on trouve, comme s’il s’agissait de (19), 
(t)— M)ep+ (y'—y")eyt+ (U— lc: +..., 
c'est-à-dire une quantité essentiellement différente de zéro (C). 


E. Désignons par A une dérivée des anciennes fonctions incon- 
nues u, 9, ..., jouissant de la double propriété d’être paramétrique 
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par rapport au système donné, et cardinale (41) par rapport au sys- 
teme des équations &,; puis considérons, dans le groupe formé par 
les nouvelles fonctions inconnues u, ... et leurs dérivées des ordres 
1, 2, ..., K les divers termes que le changement de n, ... en D.u, ... 
rend identiques à A: partageons enfin les termes dont il s'agit en 
groupes successifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres 
(Zo), et rangeons les dérivées de chaque groupe d’après les valeurs 
décroissantes de leurs cotes (p+1)"", nécessairement distinctes (D): 
la suite totale ainsi obtenue comprend nécessairement plus d'un 
terme et nous égalerons le dernier d'entre eux à chacun des précé- 
dents, en ayant soin qu'ils figurent toujours, ceux-ci dans les pre- 
miers membres, celui-là dans les seconds membres des équations 
résultantes. 

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée A, 
et répétant chaque fois l'opération précédente, nous tomberons sur 
un TROISIÈME GROUPE G,, p’oxpre SK. 


F. Enfin, prenons à volonté deux équations, l’une dans le groupe 
©,, l'autre dans le groupe ©,, sous la seule condition que leurs pre- 
miers membres soient les dérivées d'une même fonction inconnue. Si 
D.u =n est l'équation extraite de G,, et D.D.u la résultante d'ordre 
minimum des deux premiers membres, la dérivation exprimée par le 
symbole D. est d'ordre nécessairement supérieur à zéro et au plus 
égal à K. Cela étant, on considérera la relation ultime du système 
donné qui a pour premier membre D.D.u, et l’on y remplacera celui-ci 
par D.u; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer dans 
le second membre, on les remplacera, si elles sont d'ordres 1, 2, ..., K, 
par les nouyelles fonctions inconnues correspondantes, et si elles 
sont d'ordres K +1, K+ 2, ..., par des dérivées d’ordres 1, 2, ... 
appartenant à celles des nouvelles fonctions inconnues qui corres- 
pondent aux dérivées paramétriques de l’ordre K; on aura soin seule- 
ment, toutes les fois qu’une substitution de cette dernière sorte sera 
possible de plusieurs manières, de choisir, parmi les diverses dérivées 
à substituer, celle dont la cote (p +1 )"** est la plus faible (D). 

En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condi- 
tion que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction 
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inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les 
groupes @,, @,, et répétant chaque fois l'opération précédente, on 
obtiendra un QUATRIEME ET DERNIER GROUPE @,, D'ORDRE SK. 


G. Le système d'ordre K 
(21) [6.. 6,, é;, 6, |, 


formé par la réunion des quatre groupes précédents, est celui que 
nous avons annoncé au début du présent alinéa II. Il nous faudra sou- 
vent, dans ce qui suit, comparer le système donné au système (21) : 
nous les appellerons respectivement, pour abréger, l’ancien et le nou- 
veau sysléme. 


III. Le nouveau système (21) est un système franc (14). 


A. Chacune des équations du nouveau système, considérée ısolement. 
est harmonique (12, III), et possède, relativement aux variables inde- 
pendantes, aux fonctions inconnues que ce système implique et à leurs 
dérivées, les caractères que nous avons désignes par 1° et 2° dans la de- 
finition du n° 14. 


Ce point est évident pour les équations 6,, @,, ©,. Quant aux 
équations @,, il résulte de leur mode de formation, combiné avec 
l'alinéa I, que le second membre de chacune d'elles est un polynôme 
entier par rapport aux dérivées des nouvelles fonctions inconnues 
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de l’ordre K, 
et que les coefficients de ce polynôme sont des fonctions (olotropes 
dans un système de cercles) des variables x, y,... et de toutes les fonc- 
tions inconnues, anciennes et nouvelles. — Si l'équation considérée a 
été déduite d’une relation ultime d’ordre inférieur ou égal à K, elle ne 
contient dans son second membre aucune dérivée. — Si, au contraire, 
elle a été déduite d'une relation ultime d'ordre supérieur à K, il ré- 
sulte de I que dans chaque terme de cette dernière, abstraction faite 
du coefficient, la somme des excès sur K des ordres des facteurs est 
au plus égale à l'excès sur K de l’ordre du premier membre, et, à plus 
forte raison, à l’exces de cet ordre sur celui d’une équation ©, quelle 
qu'elle soit : donc, si d’un terme quelconque figurant dans le second 
membre de l'équation considérée du groupe 6,, on supprime par la 
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pensée le coefficient, la somme des ordres des facteurs est au plus 
égale à l'ordre du premier membre. Lorsque la nouvelle fonction 
inconnue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de 
cette équation correspond à une ancienne dérivée paramétrique 
d'ordre inférieur à K, le second membre est d'ordre nécessairement 
inférieur au premier membre. Lorsque la fonction inconnue dont il 
s'agit correspond, au contraire, à une ancienne dérivée paramétrique 
d'ordre K, le second membre peut contenir quelque dérivée d'ordre 
égal au premier membre; mais, en pareil cas, comme la substitution 
aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et à leurs dérivées, des 
quantités D.u, ... et de leurs dérivées semblables, transforme l'équa- 
tion considérée en une relation ultime, nécessairement harmonique 
(12, III, IV), de l'ancien système, il résulte du choix que nous avons 
fait pour les cotes des nouvelles fonctions inconnues (II, C) que les 
dérivées d'ordre égal au premier membre, qui figurent dans le second, 
remplissent, relativement à leurs cotes première, seconde, ..., pi”, 
la condition indiquée au n° 1. 





B. Aucun des premiers membres du systeme (21) ni aucune de leurs 
dérivées ne figurent dans le second membre d'une équation quelconque de 
ce système. 


Effectivement : 

1° Les équations G,, ©, ont pour premiers membres diverses déri- 
vées des anciennes fonctions inconnues, et ne contiennent dans leurs 
seconds membres aucune dérivée quelle qu'elle soit. 

2° Aucune dérivée des anciennes fonctions inconnues ne figure 
ni dans G,, ni dans G,. 

3° Les premiers membres de &, ou leurs dérivées ne peuvent 
figurer dans les seconds membres ni de 6, ni de G, : car le change- 
ment den,... en D.u, ... transforme les équations ©, en autant de 
relations identiques dont chacune a pour premier et pour second 
membre une même dérivée paramétrique de l’ancien systeme; il trans- 
forme les équations ©, en relations ultimes (de I’ ancien s stème) ne 
contenant dans leu conds membres que des dérivées paramé- 
triques, et enfin les premiers membres de G,, ainsi que leurs dérivées, 
en autant de dérivées principales. 
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Ce point résulte immédiatement des suivants : 

1° Si aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et à leurs dérivées 
de tous ordres on substitue respectivement D.u, ... et leurs dérivées 
semblables, on reproduit, avec certaines dérivées principales de l’an- 
cien système, au moins une fois chacune de ses dérivées paramé- 
triques. 

Car, dans l’ancien système, toute dérivée paramétrique d'ordre su- 
périeur à K est forcément la dérivée de quelque dérivée paramétrique 
des ordres 1, 2,..., K; une dérivée paramétrique d'ordre quelconque 
coincide donc, à la notation près, soit avec quelqu’une des nouvelles 
fonctions inconnues, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 

2° Parmi les dérivées des nouvelles fonctions inconnues, celles que 
le changement de u, ... en D.u, ... transforme en dérivées princi- 
pales de l’ancien systeme sont elles-mêmes principales relativement 
au nouveau. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s'agisse de la nouvelle fonc- 
tion inconnue u, définie par la relation D.u=u; et soient 


D,.u, D,.u, 
les dérivées de u figurant dans les premiers membres de l’ancien sys- 
tème, 
(22) D,.D.u, 9,.D.u, 
les résultantes d'ordre minimum (11) des couples respectifs 


| D,.u, D..u, 
D.u, D.u, 





Les derivees de la fonction u figurant dans les premiers membres des 
équations ©, sont alors 


(23) D,.u, O,.u, 


Cela étant, si la dérivée D.D.u, déduite de D.u par la substitution 
de D.wau, est principale relativement à l’ancien systeme, elle coincide 
avec quelqu’une des expressions (22) ou de leurs dérivées, c’est-à-dire 
que D.u coincide avec quelqu’une des expressions (23) ou de leurs 
dérivées; D.u est done une dérivée principale relativement au nou- 
veau systeme. 
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3° Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues 
et leurs dérivées de tous ordres, on considère tous les termes que le 
changement de u, ... en D.u, ... transforme en une même dérivée 
paramétrique de l’ancien système, il en est un, et un seul, qui coin- 
cide avec quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs 
dérivées paramétriques. 

Effectivement, si l’on partage les termes considérés en groupes suc- 
cessifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou 
nuls), puis les termes de chaque groupe en sous-groupes successifs 
d’après les valeurs décroissantes de leurs cotes (p +1)", il résulte 
d'une observation antérieure (II, D) que ces sous-groupes ne con- 
tiennent chacun qu'un seul terme. Dans la suite 


(24) DOW), ..., Dw, DE as), 


ainsi obtenue, un terme quelconque est évidemment étranger au 
groupe formé par les premiers membres de G,, G,, 6, et leurs dé- 
rivées, et il suffit des lors de prouver que le dernier d’entre eux 
D .u est étranger au groupe formé par les premiers membres de &, 
et leurs dérivées, tandis qu'au contraire chacun des précédents en 
fait nécessairement partic. 

Or, si le dernier terme D .u figurait comme premier membre 
dans quelqu’une des équations 6, ou de celles qu’on en déduit par 
différentiations, le second membre de cette relation, que la substitu- 
tion de D.u, ... du, ... transforme en la mème dérivée paramétrique 
de l’ancien système, serait, soit d’ordre inférieur au premier membre, 
soit d’ordre égal, mais de cote (p +1)*™ inférieure; D”.u ne serait 
donc pas le dernier terme de la suite (24), ce qui est contraire à l'hy- 
pothese. 

Considérons maintenant, dans la suite (24), l'un quelconque des 
termes qui précèdent le dernier, par exemple D. nf”, et soient 


DO” u = ut, 


Ds). u = us) 


celles des équations ©, qui définissent les nouvelles fonctions incon- 
nues n°”, u®. La dérivée paramétrique de l’ancien systeme en laquelle 
se transforment, par le changement de u, ... en D.u, ..., les diffé- 
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rents termes de la suite (24), admet alors, entre autres expressions, 
les deux suivantes 
DO Di ou, BF De a, 
. . . , . ’ 9 . 
et, par suile, coincide forcément, soit avec la résultante d’ordre mi- 
nimum de D”.u, D.u, soit avec quelque dérivée de cette résultante. 
Si l’on désigne maintenant par 


DE, Dela, D6).D's).u 


les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen 
de D” .u, D. u, il est facile de voir que la quantité DB”. ul? est forcé- 
ment, ou d'ordre supérieur à D'".u”, ou d'ordre égal avec une cote 
(p+1)*™ supérieure : car une même différentiation (d'ordre positit 
ou nul), exécutée sur DY .u”, Du, fait retomber sur les quantités 
DD? uv”, Du, dont la première jouit précisément, par rapport à la 
seconde, de l’une ou l’autre propriété. D'ailleurs les ordres de BD”. un, 
Du sont au plus égaux à K. Il résulte alors du mode de formation 
des équations 6, que D’.u‘” coincide avec quelqu’un de leurs premiers 
membres, et, par suite, que D”.u™ coincide, soit avec quelqu'un de 
ces premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 


D. Les relations ultimes du nouveau système (21) peuvent étre par- 
agées en deux catégories se distinguant l’une de l'autre par ce caractère. 
que le changement de u, ... en D.u, ... transforme celles de la premiere 
en relations ultunes de l'ancien système, et celles de la deuxième en rela- 
tions identiques ayant chacune pour premier et pour second membre une 
méme dérivée parametrique de ce dernier système. 


Si l'on dispose les relations ultimes du système (21) par groupes 
successifs d’après les valeurs croissantes de leurs classes (4), le point 
dont il s’agit est évident pour celles du premier groupe, puisqu'elles 
font toutes directement partie du systeme (21). Il suffit des lors de 
prouver qu’en le supposant exact pour les relations ultimes des classes 
I, 2, .-., /, il ne cesse pas de l’être pour les relations ultimes de 
classe 7 +1. 

Or, les relations primitives (2) de classe 7 + 1 (4) du système (21) 
sont de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.u, ... 
au, ... les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour 
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changement de un, ... en D.u, ... les transforme, soit en une même 
relation ultime de l’ancien système, soit en une même identité ayant 
pour premier et pour second membre quelque dérivée paramétrique 
de ce dernier; et, d’un autre côté, si l’on forme successivement dans 
l'ancien systeme ct dans le nouveau un groupe avec les variables indé- 
pendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paramétriques, 
les deux groupes ainsi obtenus sont identiques à la notation près (C). 


IV. Les conditions initiales, à l'aide desquelles on determine complete- 
ment un groupe d'intégrales ordinaires hypothetiques (8), ayant été 
choisies arbitrairement dans l’ancien systeme (ll, G), on peut, dans le 
nouveau, les choisir de telle façon, que les développements correspondant 
aux anciennes fonctions inconnues soient les mêmes de part et d'autre. 


Le groupe formé par les variables indépendantes, les fonctions in- 
connues ct leurs dérivées paramétriques étant le même de part et 
(autre à la notation pres (III, ©), on prendra pour ces quantités, 
dans le nouveau systeine, les mêmes valeurs initiales que dans 
l’ancien. Les relations ultimes du nouveau systeme, en vertu même 
de leur structure (III, D), fournissent alors, pour ses diverses de- 
rivées principales, des valeurs initiales respectivement égales à celles 
que possèdent, dans l’ancien, les dérivées (principales ou paramé- 
triques) identiques aux précédentes ou s'en deduisant par le change- 
ment de u,...en D.u,.... 


V. Dans un système harmonique et passif, et avec des conditions ini- 
tiales arbitraires, les développements des intégrales ordinaires hypothe- 
ligues sont convergents. 


Il suffit, pour s’en convaincre, de rapprocher du n° 15 les précé- 
dents alinéas II, HI, IV. 


17. En combinant une proposition démontrée ci-dessus (16, IV) 
avec la proposition inverse qui se démontre de même, on voit immé- 
diatement que la recherche des intégrales ordinaires d’un système har- 
monique passif se ramene, st l'on veut, à celle des intégrales ordinaires 
d’un système franc d ordre égal (14). 

(A suivre.) 
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prenant pour point de départ la Theorie des fonctions abeliennes, par 
Ch. Briot (Chap. I), qui a laissé à la courbe fondamentale, on peut le 
dire, toute la généralité possible, car on peut la ramener toujours, au 
moyen des transformations du premier degré, à satisfaire aux quel- 
ques restrictions adoptées par Briot. Si j'accepte, moi aussi, ces res- 
triclions, ce n'est que pour abreger l'exposition de ma méthode, en 
employant les expressions et les notations bien déterminées et bien 
connues de ce Livre. 


1. Soit donné un système des équations 
(1) S(t, 3):70 Jılz, y) = 0, vey Im y)=0; 


pour trouver leurs solutions communes, s’il en existe, ou pour prouver 
leur incompatibilité dans le cas contraire, on peut procéder de la 
manière suivante. On commence à chercher les solutions communes 
aux deux premières des équations (1) par la méthode du plus grand 
commun diviseur; d’après le théorème de Labatie (voir Cours d’Al- 
gebre supérieure, par Serret, 3° édition, p. 138), on parviendra à une 
série de paires d'équations de la forme 


ala, 7) == 0, (X, vy) 7:0, ene (gr, Y) = 0, 
| W(x) == 0, We(r)= 0, very  W(x)=o, 


(2) 


dont chacune donnera les solutions communes de ces deux équations 
du systeme; la somme des produits des degrés u, de x en Ÿ;(x) — 0, 
el v; de y en 9,(2,y)=o donnera le nombre de ces solutions ('). 
Puis on cherche de la même manière les solutions communes à la 
troisieme des équations (1) 


(3) (2,7) =, 


et à l'équation 


—_—— ———. -- A 


(!) Les premiers membres de chacune de ces équations étant débarrassés des facteurs 
égaux. 
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on parviendra, d'après le même théorème de Labatie, à une série de 
paires d'équations de la même forme 


(5) | Hals, Y) =0, Hal, ¥) =0, eu O10, (Ly ¥) =0, 
( dinar) =09, b, (7) =9, ung bin (2) = 0; 


on cherchera alors les plus grands communs diviseurs de Ÿ, (x) avec 
chacun des Y, (2) (¢=1, 2,3, ..., /,). En désignant ainsi le plus 
grand commun diviseur de 4,(x) et de Ÿ,,;(x) : 


(6) Du] = GC), 

si l’on rencontre un résultat de la forme 

(7) O,j(2)=1, 

on en conclura que, parmi les solutions de la paire d’équations 


9,157) = 6, 


by, (2) — YU, 


(8) 


il n’y en a aucune qui satisfasse aux trois premieres des équations (1). 
En rejetant les pareilles paires d'équations de la série (5), s’il y en 
a, les autres conduiront à des paires d'équations suivantes : 


Ou (Cr Y) == O, ul Y) =0, ….s Prip (Ts Y)= 0, 


dr) = 0, 614,(2) =O, ce eg Die CL) = dO, 


(9) 


qui donneront toutes les solutions communes des trois premières des 
équations (1) qui se trouvent parmi les solutions de la premiere paire 
des équations (2). On passera alors à la seconde paire (2), en la com- 
binant de la méme manière avec l’équation (3), et l’on arrive aux 
paires d'équations 


Gailey) = 0, u) es qi (257) = 9, 


Oai, (.r) =O, 9s i,(.2) = 0, ee og TA ( a) == 0, 


(10) 


qui donnent toutes les solutions communes aux trois premitres des 

équations (1) qui se trouvent parmi celles de la deuxième des paires 

(2). En appliquant le même procédé à la combinaison de l’equation (3) 

avec la troisième, la quatrième enfin avec la dernière des paires 
Ann. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome X. — Mai 1893. 20 
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d'équations (2), on arrive à la dernière serie des paires d'équations 


| rl): Gha, (ls J) = 0, u. Phi, (ayy) TT 0, 
(11) | 
| Yan (2° )7-0, UT (4) —=0O, ou Yu, (2) :20, 


qui donnent toutes les solutions communes aux trois premières des 
équations (1) qui se trouvent parmi les solutions de la dernière des 
paires des équations (2). On aura ainsi toutes les solutions communes 
aux trois premières des équations (1 )représentées par les paires d’equa- 
tions contenues dans les series (9), (10), ..., enfin (17). En combi- 
nant chacune de ces paires d'équations avec la quatrième des équa- 
tions (1), on arrivera : ou 1° à démontrer Vincompatibilité des quatre 
premières des équations [et par suite de tout le système donné des 
équations (1)], ou 2° à représenter leurs solutions communes par les 
séries des paires d'équations de la mème forme. En combinant cha- 
cune de ces dernières paires d'équations avec la cinquième des équa- 
tions données, ou Pon démontrera leur incompatibilité, et par suite 
de tout le système donné, ou l'on arrivera à représenter leurs solutions 
par les paires d'équations de la mème forme; et en continuant toujours 
de combiner chacune des paires d'équations, représentant les solu- 
tions communes des # premières des équations (1) avec la suivante, 
on arrive : où 1° à démontrer l'incompatibilité de ces + 1 premières 
des équations (r), et par suite de tout le systeme donné, ou 2° à re- 
présenter les solutions communes à toutes les équations du système 
donné (r) par une série de paires d'équations de la forme 

| (av, y) = 0, 


(12) ‘ 
| dr) 0 


C'est ce qui suffit pour la résolution de notre double probleme. 


2. Soit donnée maintenant une équation trréductible du degré m 
en æ CLY 

(1) F (ry) 05 

en appliquant la méthode exposée au système composé de cette équa- 
tion et de celles qu’on obtient, en egalant à zero, un certain nombre de 
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derivees partielles de differents ordres de son premier membre par 
rapport aux variables æ et y, on arrivera à représenter les solutions 
communes de ce systeme d'équations par les paires d'équations de la 
forme (12). Soit 

\v(2, 7) 0, 

| U(r) —0 


12) 


une de ces paires d'équations, et soit x = a, y = b une de ses solutions 
(qu'on n'a pas besoin de connaître pour notre but). En posant 


(3) TI A+ E, Fy=b+n, 
et développant le premier membre de l'équation 
(4) F(a+E b+n)—=o 


d’après le théorème de Taylor, suivant les puissances de 5 et n, on 
aura, apres avoir effacé les’termes qui contiennent l'une des dérivées 
s’annulant pour z == a et y = b, l'équation (2) de Briot (p. 2): 


(5) S Ags n7EB= 0, 


où les coefficients A,g, désignant les valeurs des dérivées partielles de 
F(x, y) par rapport à r et à y pour æ =a,y= b, ne sont générale- 
ment connues qu'avec a et b, mais les exposants à et 3 le sont parfai- 
tement, et cela suffit pour construire la ligne polygonale P, à l’aide de 
laquelle, chez Briot, se fait la première séparation en groupes circu- 
laires des racines égales à 6. Pour le côté C; de cette ligne polygo- 


, . Ti , ° 
nale P, on aura, pour déterminer le rapport ¢ = zu une équation 


6) PC u Anis, ete = Age + Na bi PEE PL, 9, 
où 
(7) L;= A8, 4 + ZA gi + Audi, = 9% 


en posant ¢? = À (Briot, p. 3). Maintenant, il faut séparer les racines 
simples de cette équation (7) et les racines multiples; pour chaque 
racine simple on aura un système circulaire de p racines devenant 
égales à b, et l’on connaitra ainsi leur nombre; pour les racines mul- 
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tiples on aura besoin de faire la seconde transformation de Briot. 
Cette séparation des racines simples et des racines multiples de l’equa- 
tion (7) pourra être faite par le procédé suivant. 

On cherchera pour cela, par la méthode du plus grand commun divi- 


. , . dL 
seur, les solutions communes des équations en A: L;= 0 et + = 0; 


ce qui conduira d'après le théorème de Labatie à une série des paires 
d'équations de la forme 


fr y,A)=0, falar, y, 4) =09, ss SP (2,9, 4) = 09, 


(8) | 
¥1(2, ¥) = 0, Kr, yY) == 0, wey ul, ¥) = 03 


puis on cherchera, par la mème méthode, les solutions communes à 
(x,y) = 0 (2) avec chacune des y;(æ,y)—o(1=1,2,...,r), ce 
qui conduira, d’après le théorème cité, à une série des paires d’équa- 
tions 

®,,(z,y)=0, D:(r,y) =0, un, ®,,(z, y) =0, 
Yulz)=o, Yılz)=o, wey Wir) =o 


(¢==1,2,3,...,7)3 


(9) 


après cela, on cherche les plus grands communs diviseurs de (x) 
(2) avec chacun de W,,(x); en les désignant par 9;;(2), ainsi que 


(10) 6:;(r) = D[Y(z), W:;(x)], 
on aura de telles séries de paires d’équations 


®,,(.7, y) =0, ®,,(7,¥) =0, ung ®,(x2,y)-=0, 


br) <0, ;,(xr) —=0, un Il) = 0, 


(11) 


pour déterminer les valeurs de x et y, pour lesquelles l'équation (7) 
aura des racines multiples. En excluant ces dernières solutions des 
solutions de la ‘paire d'équations (2), on aura les solutions de cette 
paire d'équations, pour lesquelles l’équation (7) en À n’a que des 
racines simples. En désignant par M(x) le plus petit multiple com- 
mun de toutes les 0;;(x ), on pourra représenter ces dernières valeurs 
de z et y par une telle serie de paires d'équations 


o(r,y) — 0; 


(12) | d(x) :M(r) =0 
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el 
(13) (vr): ®,,(2,y)=0 
0;,(r)—=0o 
(¢=1,2,...,7, Jr...) 


D'après ce qui a été dit plus haut, on calculera facilement leur 
nombre par la seule considération des degrés de 9,;(2) et des autres 
équations de chaque paire en y. 


3. Les solutions multiples de l’équation (7) seront les solutions 
communes aux équations 


dL; __ 


(1) L;= O, A) oO. 


D’après le paragraphe précédent, elles seront données par les séries 
suivantes des systèmes de trois équations : 


| ey d) — O;, 
®;; (2, y) — 0, 
| 0;;(2x) zo 


(£—=1,2,...,7, Jz=12,3,...,$) 


(2) 


et les paires des deux dernières des équations de chaque systeme re- 
présenteront les points analytiques où cela aura lieu. Pour déter- 
miner l’ordre de multiplicité de chaque solution multiple d’équation 
L;= 0, on cherchera lesquelles des solutions communes (2) des 
équations (1) satisfont aussi aux conditions suivantes : 


2 : kt 

(3) mo, zo, wey SRE 

celle des yaleurs de À qui satisfait à toutes ces équations jusqu'à la 
dernière sera d'ordre # de multiplicité pour l’équation L;=o0. On 
pourra le faire par la même méthode du n° 1. On cherche les solutions 
communes de la première des équations (3) et de f;(æ, y, A) = 0 par 
la méthode du plus grand commun diviseur, et l’on arrive, d'après Ie 
théorème de Labatie (en considérant x comme connu) à une série de 
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paires d’equations de la forme 


Si (0,75 À) == 0, 


Xi, (r, r) — 0 


(t,=1, 2, ss); 


on cherche les solutions communes de la deuxième de ces équations 
et de chacune des équations ®,;(x,y) =o en ayant égard à la der- 
niere des (2), et l’on parvient à une série de paires d'équations 

ps 


ij, (41 ¥) = 0, 


5 
(9) | G's") —o. 


En excluant les solutions de ces équations des solutions du sys- 
teme 
( ®;;(.7, ¥) = 0, 


(9) | dr) =0, 


on aura, pour déterminer les valeurs de x et de y, pour lesquelles 


l'équation en À n’a que des racines doubles, de tels systèmes d’equa- 


tions : 
\ P;;(r,}) — 0, 


(7 | b;;(x): MO (x) =o ,(!) 
(t=:1» 23...) J17= 112, ...,$) 
ef 
6 (ey) 2 Dl'(r, y) =0, 
(8) if Y) nai Y) 


6! (x) =o, 
Ces solutions doubles elles-mêmes seront déterminées par l'équation 
(9) Si( Lr ¥ 2) =O 
combinée avec (7) et (8), et par l’équation 
(10) fr, ya), (2, 7,0) = 0 


combinée avec les équations (6). 
En combinant chacune de ces équations (9) avec les pairès (5), on 


_ ——— ._ — =. ee ee — ._. ..- - _ - — +. — = - . . . -- en _ - -= 


(4) Ou ME Cr) = M[...6/7 Gr)... le plus petit multiple des fonctions entre paren- 
théses. 
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pourra représenter les racines de l’équation L, == 0, d’une multiplicité 
plus grande que la deuxième, ainsi : 


TH \ 
(tn) Pl, y): 9, 
UNE . 
Gin ( T) 0. 
* ® 2 . ds L, 0 
En combinant ces equations (11) avec —— = 0, on pourra arriver 
, d}3 


aux séries de systèmes de trois équations de la forme (7) et (6) avec 
(9), ou (Lo) avec (6 ), qui donneront les valeurs des racines de L;= 0 
de multiplicité 3, et aux équations de la forme (11), qui donneront 
les racines de L;—o de multiplicité plus grande que 3; et ainsi de 
suite. Cette operation préliminaire se terminera lorsque tous les 0 
seront == 1, ou lorsque la somme totale des multiplicités des solutions 
trouvées sera égale au degré de l'équation L;= 0. 


4. Considérons maintenant l'un des systèmes de trois équations, 
analogue au (11) du numéro précédent, nous le désignerons, pour 
plus de simplicité, ainsi : 
fa, Veh) 0, 

P(r,r) o, 

O(a) --o, 


(1) 


qui donne les valeurs des racines de Péquation L;= 0 en À de multi- 
plicité nv’. A cause de À ==», ce systeme pourra S'écrire aussi ainsi : 


Sir Ds CP) 0, 
(2) ‘@O(r,y) =o, 


O(.r) vo. 
é 


L'équation ®(¢) = 0 (6) du n°2 aura 7’ racines égales à ¢,, 7" égales 

A,,..., 2 égales à 6, et l'équation (5) en n du n° 2 aura 7’ racines 
J q q 

approchées de ¢, 5, n’ de 6,57, ..., n° de 6,5"; toutes les pr’ valeurs 


exactes de 4 peuvent être représentées (Briot, p. ro) par une formule 
unique 


(3) (PM, 4 )E%, 


1 
où & = &?, et v, désigne l’une des p valeurs quelconques du radical 
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VA; en posant done n = (v,+n')Ë"7 dans l’équation (5) du n° 2 et 
développant le résultat suivant les puissances de n’ et &’, on aura un 
résultat de la forme: 


(4) Z Aap n'* t's = 0, 


où les Ays. seront les polynömes en ¢,, avec les coefficients fonctions 
linéaires des Agg. Quelques-uns de ces polynömes peuvent s’annuler 
pour la valeur considérée de #,. On peut chercher de la même manière, 
comme au n° 4, les valeurs de ¢,, qui annulent plusieurs de ces poly- 
nômes, et l'on parviendra à représenter ces valeurs par les séries des 
systèmes de trois équations de la forme (2) (sans p). Après avoir 
effacé les termes de (4), qui s’annulent pour le systeme que l’on con- 
sidere, on saura tous les a’ et 3’ qui resteront dans (4), et l’on pourra 
construire la ligne polygonale P’ (Briot, p. 10). On aura ainsi, pour le 
côté C, de cette ligne, l'équation en A’ 
(5) L; =o 
ge . 
On cherche, d’une manière analogue au n° 2, les valeurs de A’ pou 
lesquelles cette équation en A’ n'aura que des racines simples, et 
celles pour lesquelles elle aura des racines multiples. Pour les pre- 
mieres, les valeurs de ¢ scront représentées par les systèmes d’équa- 
tions de trois formes : 


pour déterminer les valeurs de X = #7", où 6 = 


J(x,7,#)—=0, 
(6) ®(z,y)=o, 
O(zr):S(r)=0 ('), 


(M7 v) =0, 


(7) € Plı,y):P(2,y)=o, 
6,(x) —0, 
et 
f(x, y; CLIP (LY, P)=o, 
(8) P,(2,y)=o, * 
| O,(r)— 0; 


pour les dernières, par les équations de la forme (1). 


— ie » —- _ — ——— —- — — ee ee 0 nn —_— — a a ie es 


(1) Sca) étant le plus petit multiple commun de tous les 6, i:r). 
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On pourra aussi subdiviser les solutions multiples de l'équation (5) 
en A’ suivant l’ordre de leur multiplicité, comme on l’a fait pour 
l'équation en À. Pour les racines simples de l’équation L; =, la sépa- 
ration des racines de l'équation fondamentale F(x, y) = o, égales à 5b 
pour x = a, en systèmes circulaires sera atteinte dès la seconde trans- 
formation ; pour les racines d'ordre de multiplicité n°, on posera 


(9) N" (ei + ney’, i oe 
dans l’équation (4), qui prendra alors la forme 
(10) SA, on — o, 


où les Aj. 4. seront les polynömes en s, avec des coefficients fonctions 
linéaires de A,.g,, et, par suite, fonctions entières de v, avec des coef- 
ficients fonctions linéaires des A,g. Par la même méthode du n° 1, 
on parviendra à représenter par les systemes de la forme 


fr, 7,98) =O, 
f(r,7,v)—=0, 

| D(r,y)—0, 

. 8(r)—=0o 


(11) 


les valeurs de » qui annulent plusieurs des Aj... En eflagant ceux 
des termes de (10) qui contiennent les A,. 4. s’annulant pour le systeme 
considéré des valeurs de x, y, v, ¢’, on saura tous les «”, 5”, et, après 
avoir construit la ligne polygonale P”, on pourra exécuter la troisième 
transformation de Briot. Si, pour quelques-unes des valeurs de ¢’, elle 
ne suffit pas, on passera à la quatrième, qui amenera les systèmes 
d'équations de la forme 


| Anz Jr wo") —o, 


f(x, 79, v)=0, 


(12) f(z, 7, v)—= 0, 
®(x,y) — 0; 
O(r) =o. 


La marche à suivre plus loin, s’il était besoin, et la forme des sys- 
temes d'équations représentant les points critiques à singularites 
d'ordres supérieurs qu’on rencontrera sont déjà assez éclairées par ce 
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qui précède pour que nous puissions passer maintenant à la seconde 
partie de notre problème, car la première est résolue : nous avons 
montré effectivement comment, à l'aide de l'algorithme du plus grand 
commun diviseur, on parvient à connaitre tous les nombres «,, ß;: 
a, Bi; a, Bj, ..., et les nombres 7, kn’, &', ..., par lesquels s’expri- 
ment, chez Briot, les nombres A,, des conditions à remplir pour les 
coefficients du polynôme Q(x,y) du degré m— 3, les degrés D,, des 
points singuliers, les nombres N,, des lacets binaires, enfin le genre p 
de la courbe F(x, y) = 0. 





Il. 


Les courbes adjointes de M. Nöther se comportant aux points singu- 
liers comme les courbes d'ordre m — 3 


(1) Q(2,7)=0, 


nous pourrons nous borner à considérer seulement ces courbes. Écri- 
vons ce polynôme avec les coefficients indéterminés, et substituons 
a + au lieu de æ et b + n au lieu de y; en le développant suivant 
les puissances de et", nous aurons 


(2) Q(a+E, b+n)=2Byant- 2, 


(Briot, p. 3), où B,3 sont les polynömes en a et b avec les coefficients 
fonctions linéaires des coefficients indéterminés de Q(æ, Pour 
de y et 8 qui correspondent aux poin 
dessous de la ligne polygonale P et sur cette ligne, les coe 
doivent s’annuler; done on aura 
aux coefficients de Q(x, y) : 









toutes les valeurs 


cients By; 
s équations linéaires par rapport 





(3) B;5=—0, 


pour les déterminer. Mais les valeurs a et b, qui entrent dans le pre- 
mier membre, n'étant pas connues, mais seulement représentées par 
les paires d'équations (12) et (13) du n° 2, on procédera de telle ma- 
L'équation (3) devant être satisfaite par toutes les valeurs de y 
isant à l'équation 








(4) g(r,y)=0, 
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lorsque zx est égal à l'une des racines de l’équation 
(5) 4(z): M(z)=3(z) =0o 


(les premiers membres de ces équations étant toujours censés être 
débarrassés des facteurs égaux), on divisera B, ; (après y avoir écrit x 
et y au lieu de a et b) par o(x, y), supposant tous les deux poly- 
nômes disposés suivant les puissances descendantes de y; arrivé au 
reste d’un degré moindre que le degré de 9(x, y) par rapport à y, on 
egalera à zéro chacun de ses coefficients, car cette division ne doit pas 
donner de reste; on aura ainsi une suite d’équations de la forme 


(6) F,(z) =, 


qui doivent être satisfaites par toutes les racines de l’equation (5); 
donc on divisera chacun des polynômes F,(x) par (x), et l’on égalera 
à zéro les coefficients de chaque puissance de x dans le reste et l’on 
aura ainsi les équations linéaires en coefficients indéterminés de 
Q(z, y) pour déterminer ces derniers. 

Pour trouver les conditions dérivant des valeurs de x et y, qui sont 
déterminées par les équations (13) du n° 2, on multipliera le polynôme 
B,s par ®,;(x, y), puis on divisera le produit par o(x, y); égalant à 
zéro les coefficients de chaque puissance de y dans le reste de cette 
division, on aura les équations en z, qui doivent être satisfaites par 
toutes les racines de l'équation 


(7) diy(x) —0; 


donc on divisera leur premier membre par 0,;() et l'on égalera à zero 
chacun des coefficients du reste reçu : on aura ainsi les équations 
cherchées, linéaires en coefficients indéterminés de Q(x, y). 

Ainsi seront trouvées toutes les conditions pour ces coefficients qui 
viennent des valeurs de x et y, pour lesquelles l'équation L; — o n’a 
pas de racines égales; pour les autres on a besoin de la seconde trans- 
formation, laquelle conduit aux nouvelles conditions qu’on obtiendra 
ainsi. On fera la substitution (3) du n° 4 dans l'expression (2) et l’on 
aura l’expression suivante 


(8) zB ant Et, 
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ces équations doivent être satisfaites par les valeurs de v’,, définies par 
les équations (11) du n° 4; donc, après avoir disposé B..;. suivant les 
puissances descendantes de v,, on le divisera par f(x, y, v,, ¢,) apres 
avoir égalé à zéro les cocfticients de chaque puissance de # dans le 
reste, qu'on aura reçu : on aura les équations qui doivent être satis- 
faites par les valeurs de ¢,, définies par les trois équations restantes de 
ce système (11); donc, après les avoir disposés suivant les puissances 
descendantes de ¢,, on divisera le premier membre de chacun par 
f(a, y, v,), et lon égalera à zéro les coefficients de chaque puissance 
de y dans le reste de cette division; ces équations devant étre satis- 
faites par les valeurs de y représentées par les deux dernières équa- 
tions du systeme (11), on divisera leur premier membre par D(x, v); 
en égalant à zéro les coefficients de chaque puissance de y dans le reste 
qu’on aura reçu, on aura les équations qui doivent être satisfaites par 
toutes les racines de la dernière des équations du système (11); done, 
on divisera leurs premiers membres par ©(z) et l’on égalera à zéro les 
coefficients de chaque puissance de x dans ce reste, et l’on aura ainsi 
les équations cherchées, linéaires par rapport aux coefficients de 
Q(zx, y). On procédera de la même manière plus loin, si l’on en a 
besoin. 

Toutes les équations qu'on aura reçues par cette méthode, étant li- 
néaires par rapport aux coefficients de Q(a, v), on les aura par les 
opérations rationnelles. 


DE 


L'EXISTENCE DES INTEGRALES 


DANS UN 


SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE 


(SUITE ET FIN), 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN (!). 


Réduction d'un système différentiel quelconque à la forme 
harmonique passive. 


18. Étant donné un système différentiel S dont les seconds membres 
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque système de cercles, on 
peut, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre de relations 
finies impossibles, en déduire sans intégration un second système admet- 
tant les mêmes solutions, et composé : 1° d'un groupe de relations finies 
exprimant certaines des fonctions inconnues a l'aide des autres et des 
variables indépendantes ; 2° d’un groupe harmonique passif impliquant. 
avec les mêmes variables, tout ou partie des fonctions inconnues restantes. 

Il va sans dire que ces deux groupes de relations, dont l'ensemble 
équivaut au système proposé, peuvent éventuellement se réduire a un seul. 


I. En désignant par u, v, w, ... diverses fonctions des variables inde- 
pendantes x, y, 3,..., par 


(25) Cur Ces Car --+y Coy Cyr Czy 


des cotes respectivement attribuées a ces quantités, et par K un entier po- 
sutif donné, on peut, moyennant un choix convenable des constantes (25). 


ee me er ee eee me ee 2 eS mr in ne | ee 


(1) Voir p. 65 et 123. 
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faire en sorte que, dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les dérivées de 
u,v,w,... aient des cotes toutes distinctes entre elles. 


Il suffit pour cela d’attribuer aux constantes (25) des valeurs (en- 
tières) positives satisfaisant aux relations 


Cz > Key, cy > Ke,, ecg 
Cu>>Cyt+ Ke,, Cy>cy+ Ke,, 


Considérons, en effet, deux dérivées d’un même ordre total au plus 
égal à K, et supposons d’abord qu’elles appartiennent à la même fonc- 
tion. En pareil cas, la différence de leurs cotes est visiblement 


(25 bis) (a— a’)e,+ (B—-P)e,+(y—Y)c:+..., 


ol. a, B,v, ..., a’, BY, +’, ... désignent les ordres partiels respectifs en 
x,y, 5, .. des deux dérivées considérées; d’ailleurs, les quantités 
a—a,8—6’,y—y,... ne sont pas toutes nulles, et l’on peut tou- 
jours supposer que la première d’entre elles qui ne s’annule pas est 
positive. Si l’on a a — a’ >> o, la quantité (25 bis) est au moins égale à 


Cr — (P'e, + Yc:+-..) 
a plus forte raison à 
Cx—(B'+y+...)c,, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su- 
périeur à Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. 
Si l’on ax — x —0, 6 — B’> 0, la quantité (25 bis) est au moins 
égale à 

Cy— (Y'C:+...), 
à plus forte raison à 

Cy— (Y+...)cs, 


différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur à 
Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Et ainsi de 
suite. 

Supposons maintenant que les deux dérivées considérées appartien- 
nent à deux fonctions inconnues distinctes. En nommant cet c’ les 
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cotes respectives, nécessairement inégales, de ces deux fonctions, et 


a By, Yr ery” 

a’, B', Ÿ 
les ordres partiels respectifs des deux dérivées par rapport à x, y, 
5, ..., les cotes de ces dernières auront pour difference 


ce—c+(2 — a)ce,+(B —- Pe, +(y—-yY)e+--.. 


Or, st l’on suppose ce — c’> 0, ce qui est évidemment permis, l’ex- 
pression précédente est au moins égale à 


(ec) — (ac,+Bc,+Y'c:+...), 
à plus forte raison à 
(c —c') — (a'+ B'+ y'+...) ez, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su- 
périeur à Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. 


Il. Supposons actuellement que les variables x, y, z, ... et les 
fonctions u, v, sv, ... aient été affectées chacune de p cotes; consıde- 
rant alors certaines dérivées, en nombre limité ou illimité, de ces 
fonctions, partageons-les en groupes successifs d’après les valeurs 
croissantes de leurs ordres, puis les dérivées de chaque groupe en 
sous-groupes successifs d'après les valeurs croissantes de leurs cotes 
premières, puis à leur tour les dérivées de chaque sous-groupe en 
sous-groupes partiels successifs d’après les valeurs croissantes de 
leurs cotes secondes, et ainsi jusqu’à épuisement des p cotes. De cette 
opération résultera finalement une suite de groupes, dont nous dirons, 
pour indiquer d’une manière abrégée son mode de formation, qu’elle 
est construite conformément a l'ordre harmonique. 

Si l’opération précédente, exécutée sur un nombre limite de dé- 
rivées, fournit une suite de groupes dont quelqu'un contienne plus 
d'un terme, on peut toujours, en attribuant à chacune des variables et 
des fonctions une cote (p+1)'*™ convenablement choisie, faire en 
sorte que le nouveau fractionnement qui en résulte conduise à des 
groupes composés chacun d’une dérivée unique. Il suffit pour cela, si 
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l'on désigne par K l'ordre total maximum des dérivées considérées, de 
choisir les nouvelles cotes conformément aux indications de l'alinéa 
précédent (1). 


III. Lorsqu'un systeme différentiel se compose de relations ayant leurs 
premiers membres tous distincts, et dont chacune, considérée séparément. 
est harmonique (12, WI), on peut, sans changer les cotes des variables 
indépendantes ni des fonctions inconnues, former un second système, 
harmonique dans son ensemble (1), équivalent au premier, et composé 
d'un nombre égal d'équations ayant respectivement les mêmes premiers 
membres. (On suppose, comme nous l'avons toujours fait, les seconds 
membres du système donné olotropes à l’intérieur de quelque systeme 
de cercles.) 

Les diverses relations dont se compose le système donné @ satis- 
font, par hypothèse, à la deuxième des conditions énoncées au n° 1. 
Si elles satisfont en même temps à la troisième, le système @ se trouve 
de lui-même être harmonique. Dans le cas contraire, on désignera 
par K l'ordre maximum des dérivées qui y figurent; puis on considé- 
rera, parmi les dérivées d'ordres 1, 2, ..., K des diverses fonctions in- 
connues impliquées par le systeme ©, celles qui coincident avec . 
quelqu'un de ses premiers membres ou quelqu’une de leurs dérivées, 
et de l’ensemble des relations déduites de @ par differentiations, on 
extraira un groupe @' choisi de telle sorte que, dans te système simul- 
tané 


(26) (@, ©), 


chacune des dérivées dont nous venons de parler figure comme pre- 
mier membre une fois et une seule. Les équations du système (26), 
rangées à la suite les unes des autres dans un ordre convenable (voir 
3, II), sont successivement résolubles par rapport aux dérivées qui 
figurent dans leurs premiers membres, et en effectuant cette résolu- 
tion, nous sommes conduit à un système 


(27) (4, À), 


composé de deux groupes d'équations dont les premiers membres sont 
respectivement identiques à ceux des groupes @ et @’. Nous allons 
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démontrer maintenant que, au point de vue de l'intégration, le sys- 
teme #, dont la nature harmonique est facile à apercevoir, équivaut 
au systeme ©. 

1° Toute solution de @ verifie B. 

Car elle vérifie (26), ct par conséquent aussi (27). 

2° Toute solution de & verifie ©. 

Effectivement, les équations du systeme (26) étant disposées les 
unes à la suite des autres dans leur ordre de résolution successive, et 
celles du systeme (27) dans l’ordre correspondant, désignons par q; 
et r; les équations de rang ı de ces deux systèmes respectifs. Si l’on 
observe que la relation r, fait nécessairement partie du groupe ®, que 
4, est identique à r,, et que, par suite, toute solution de ® vérifie q, 
et c,, ıl nous suffit évidemment de faire voir qu'en supposant vérifiées 
les diverses équations du système ® et celles des deux suites 


d;, de, ss Qi, 
t,, le, sey tr, 


les équations q,,,, t,., le sont également. Or, si r,,, fait partie du 
groupe 8, elle est vérifiée par hypothèse : donc aussi g,,,, qui peut 
être considérée comme une combinaison de r,,r,, ..., Uys Caras StU pay 
fait partie du groupe ®’, 9,., fait partie du groupe ©, et peut se dé- 
duire par différentiation de quelqu’une des équations q,, 4,, ..., 943 
elle est donc vérifiée en mème temps que ces dernières, par suite 
aussi t,,,, qui s’obtient par une combinaison de r,, ty, ..., Cas 94. 


IV. Considérant diverses fonctions 
(28) Uy y es WW 
des variables indépendantes 
Py Vy es D 


et deux groupes formés chacun avec des dérivées de ces fonctions, 
nous dirons, pour abréger, que le second groupe est étranger au pre- 
mier et à sa descendance, s’il ne contient aucune des dérivées du pre- 
mier groupe ni aucune de leurs propres dérivées. Dans un système 
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harmonique par exemple, tout groupe de dérivées paramétriques est 
étranger au groupe des premiers membres et à sa descendance. 

Cela posé, si l'on forme successivement, avec des dériwées des fonc- 
tions (28), un premier groupe quelconque, un second étranger au pre- 
mier et à sa descendance, un troisième étranger aux deux premiers et à 
leur descendance, et ainsi de suite, le nombre de ces groupes est force- 
ment limite. 

Placons-nous, en effet, dans l'hypothèse contraire, et supposons 
qu'on puisse former une suite indefinie de groupes, dont chacun ne 
contienne que des dérivées étrangères à tous les précédents et à leur 
descendance. En pareil cas, quelqu’une des fonctions (28), w par 
exemple, fournit certainement des dérivées à un nombre illimité de 
groupes. Si l'on désigne par G’ l’un des groupes dont il s’agit, et par 


(29) TU ave 


l’une des dérivées de u qui y figurent, il y a encore, à la suite 
de G’, un nombre illimité de groupes contenant des dérivées de la 
fonction u; pour chacune de ces dérivées, l’un au moins des ordres 
partiels A, u, ..., v, relatifs à æ, y, ..., z, est inférieur à l’ordre par- 
tiel correspondant de (29), et chacune d’elles appartient, à plus forte 
raison, à quelqu’une des 


Q'+r)+(m+i)+...+(v'+0n) 


catégories que définissent respectivement les relations 





À=0o À — 1; À — 2; weed À = À; 
p= 0; ae n=2; Led pops 

rn 5 ke ee ; ren ; 
y=o; v=ı; v= 2; ; v=v. 


Des diverses catégories ci-dessus définies, une au moins, par exemple 


30) À 


Cu 
+ 


fournit donc nécessairement des dérivées de u à un nombre illimité 
de groupes postérieurs à G’. Si l’on désigne par G” l’un des groupes 
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dont il s'agit, et par 
qitpe+... +" 4 


(89) dal dy? der 


l'une des dérivées de u de la catégorie (30) qui y figurent, il y a en- 
core, à la suite de G”, un nombre illimité de groupes contenant des 
dérivées de u de cette même catégorie; pour chacune des dérivées en 
question, l’un au moins des ordres partiels u, ..., v relatifs à y, ..., 5 
est inférieur à l’ordre partiel correspondant de (31), et chacune d'elles 
appartient, à plus forte raison, à quelqu’une des 


(e7+1)+...+ (v"+1) 


catégories que définissent respectivement les couples de relations 


\ A—/, \ A=] | A=], | À — L, 
fp=o; pis dp=a; UT lp; 
À — l, A=, | Al, | | À — (, 
| v=0; | v=ı; | y— 2; u lyov", 


De ces nouvelles catégories, une au moins, par exemple 
P 
À — J, 
| pm, 
fournit donc nécessairement des dérivées de va un nombre illimité de 
groupes postérieurs à G”. En poursuivant ce raisonnement et dési- 


gnant par ...,ndes enticrs convenablement choisis, on arrivera à cette 
conclusion absurde que la catégorie 


ne comprenant évidemment qu’une seule dérivée de u, en fournit à un 
nombre illimité de groupes. 


V. Pour démontrer la proposition contenue dans notre énoncé gé- 
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néral, nous attribuerons d'abord aux variables et aux fonctions in- 
connues engagées dans le système S des cotes choisies de telle façon 
que le groupement, d'après l’ordre harmonique, des dérivées effecti- 
vement contenues dans $ conduise à une suite de groupes composés 
chacun d'une dérivée unique (1) (II). Cela posé, nous résoudrons par 
rapport au dernier terme de cette suite l'une des équations où il figure, 
et nous en porterons la valeur dans les équations restantes : nous 
aurons ainsi, outre la formule de résolution, un nouveau systeme S’ 
contenant une équation de moins que le proposé. Pour obtenir, rangées 
suivant l'ordre harmonique (IL), les dérivées effectivement contenues 
dans 3’, il suffit de prendre la suite analogue relative à S, et d'y sup- 
primer, avec certains autres parfois, le dernier terme, qui ne figure 
plus maintenant que dans la formule de résolution. Résolvant par 
rapport au dernier terme de cette suite partielle l'une des équations de 
5" où il figure, nous en porterons la valeur dans les équations res- 
tantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules successives de 
résolution, un troisième système contenant deux équations de moins 
que le proposé. Et ainsi de suite. En d’autres termes, nous déduirons 
des équations données, par résolutions successives, des formules dont les 
premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre harmonique ren- 
versé (11), et, en poursuivant ce calcul jusqu’à ce que les équations non 
encore résolues ne contiennent plus aucune dérivée, nous tomberons 
sur un système composé de deux groupes, l’un différentiel, l'autre 
fini. Si le groupe fini n’est pas impossible, on en pourra tirer un cer- 
tain nombre des fonctions inconnues exprimées à l'aide des variables 
indépendantes et des autres fonctions inconnues (et par suite aussi 
exprimer les dérivées des premières en fonctions composées difleren- 
tielles des secondes). Le groupe différentiel pourra alors être trans- 
formé en un système d'ordre au plus égal à $, et qui sera de même 
nature que S, avec cette différence que le nombre des fonctions in- 
connues s'y trouvera diminué, ainsi que le nombre des équations. Sur 
ce système on opérera comme sur le proposé, et ainsi de suite. Fina- 
lement, et sauf la rencontre d'un groupe fini impossible, le système 
proposé se trouvera remplacé par un groupe différentiel accompagné 
de quelques groupes finis. Si, dans chacun de ces derniers, on tient 
compte de ceux qui ont été obtenus après lui, on voit que l'ensemble 
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des équations non différentielles exprime un certain nombre d’entre 
les fonctions inconnues à l'aide des variables indépendantes et des 
fonctions inconnues restantes. Celles-ci sont seules impliquées dans le 
groupe différentiel, dont les diverses équations, séparément harmo- 
niques, ont leurs premiers membres tous distincts; on pourra dès 
lors (III), sans changer les cotes des variables indépendantes ni des 
fonctions inconnues, déduire de ce groupe différentiel un systeme §, 
harmonique dans son ensemble, et composé d'un nombre égal d’equa- 
tions ayant respectivement les mêmes premiers membres. 

Si le systeme § n'est point passif, on considérera, parmi les con- 
ditions de passivité, celles qui ne se réduisent pas à des identités, et 
l'on observera qu'elles constituent autant de relations auxquelles les 
intégrales du proposé doivent nécessairement satisfaire, En attribuant 
au besoin une nouvelle cote à chacune des variables indépendantes et 
des fonctions inconnues, on pourra toujours faire en sorte que le 
groupement, d'après l’ordre harmonique, des dérivées, nécessaire- 
ment paramétriques, contenues dans les relations dont il s'agit, four- 
nisse des groupes composés chacun d’une dérivée unique (Il). De ces 
relations on déduira alors, par résolutions successives, des formules 
dont les premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre harmo- 
nique renversé; si, une fois ces formules obtenues, les conditions de 
passivilé ne fournissent en outre aucune relation finie, on adjoindra 
au système § les formules, séparément harmoniques, dont il vient 
d'être question, et l'on substituera au systeme total ainsi formé un 
systeme Ö', harmonique dans son ensemble, et composé d’un nombre 
égal d'équations ayant respectivement les mêmes premiers mein- 
bres (III). Si le systeme 9’ n'est pas passif, on le traitera comme le 
systeme §), et, sauf la rencontre d’un systeme passif, on continuera 
ainsi tant que les systèmes §, 9, ... successivement obtenus, ne 
fourniront, par la résolution de leurs conditions de passivité, aucune 
relation finie. Si, à un moment donné, on tombe sur un systeme non 
passif où cette circonstance cesse d’être réalisée, on considérera le 
groupe différentiel et le groupe fini déduits des conditions de pas- 
sivité; du groupe fini, supposé possible, on tirera un certain nombre 
des fonctions inconnues exprimées à l'aide des variables indépen- 
dantes et des autres fonctions inconnues, et le système dont il s’agit, 
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préalablement augmenté du groupe différentiel, pourra, grâce aux 
formules résultantes, être transformé en un système de même na- 
ture que S, mais impliquant moins de fonctions inconnues encore 
que n’en impliquait le systeme §. 

Sur le système résultant, on recommencera à nouveau toutes les 
opérations successives précédemment exécutées sur $, et ainsi de 
suite, Or, il est facile de voir que l'application d’un pareil mécanisme 
conduit forcément soit à une impossibilité, soit à un système passif, 
soit à l'élimination complète des dérivées. Effectivement, dans l'hy- 
pothèse contraire, elle ne pourrait manquer de conduire à un système 
harmonique non passif qui, traité comme l'a été tout à l'heure le 
système §, engendrerait, sans réduction ultérieure du nombre des 
fonctions inconnues, une suite {limitée de systèmes également har- 
moniques et non passifs. En comparant entre eux deux systèmes 
consécutifs de cette dernière suite, on trouverait dans le second deux 
groupes : l’un composé d'équations en nombre égal à celles du pre- 
mier systeme et ayant respectivement les mêmes premiers membres; 
l'autre ayant tous ses premiers membres étrangers aux précédents et 
à leur descendance. En vertu de l'alinéa IV, toutes les dérivées des 
fonctions inconnues finiraient donc par devenir principales, et les 
conditions de passivité ne fourniraient plus alors que des relations 
finies; on serait donc conduit, contrairement à ce qui précède, soit à 
une impossibilité, soit à une réduction du nombre des fonctions in- 
connues. 


19. Ainsi donc, étant donne un système différentiel dont les seconds 
membres sont nuls et les premiers olotropes dans un système de cercles : 

Ou bien ce système n'admet aucune solution ; 

Ou bien il équivaut à quelque système fini que l'on en peut déduire 
sans intégration ; 

Ou bien enfin son intégration se ramène à celle d'un système harmo- 


nique passif. 


20. On traitera, à l’aide des deux remarques suivantes, le cas d'un 
système différentiel qui, avec des seconds membres tous nuls, aurait 
ses premiers membres olotropes, non plus dans un système de cercles, 
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mais dans un espace normal E de forme quelconque ('). Comme 
d'habitude, les notations æ, y, ..., u, v, ... désigneront les variables 
indépendantes et les fonctions inconnues du système; nous nomme- 
rons en outre $, ... les diverses dérivées de u, v, ... figurant dans les 
équations proposées. 

1° Supposons que le système dont il s'agit admette quelque groupe 
d'intégrales, olotropes dans un espace normal E’ où leurs valeurs, 
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables 
indépendantes, n'excèdent pas les limites du précédent E; et dési- 
gnons par Los Yo. --- des valeurs initiales de æ, y, ... prises à volonté 
dans l'espace E’, par ug. >. ..., 8, ... les valeurs correspondantes 
des intégrales elles-mémes et des dérivées figurant dans les premiers 
membres. En substituant respectivement 4 ceux-ci leurs développe- 
ments construits à partir de xy. Yor +.» Ups Cos ce. Sos +. (valeurs 
nécessairement situées dans E), on voit sans peine que les développe- 
ments, à partir de æo, Yo, .., des intégrales qu’admet par hypothèse 
le systeme donné, constituent un groupe d’integrales ordinaires (2) 
du système auxiliaire ainsi construit. 

2° Inversement, NOMMONS Loy Vos = +, Loe Pos +++ Sov +> des valeurs 
initiales arbitrairement choisies dans l'espace E, remplacons tous les 
premiers membres des équations proposées par leurs développements 
construits à partir de ces dernières, désignons enfin par U, V, ... un 
groupe d'intégrales ordinaires du système résultant, et par A, ... celles 
d’entre les dérivées de U, V, ... qui correspondent respectivement aux 
diverses dérivées de u, ¢, ..., désignées par 6, .... Les fonctions U, 
V, ... fourniront certainement un groupe d’integrales du systeme 
donné, si l’on peut trouver, pour le groupe des variables æ, y, ..., un 
espace normal tel, que leurs valeurs, associées aux valeurs correspon- 
dantes de U, V, .... A, ..., n’excedent pas l'étendue commune à l’es- 
pace E et au système des cercles décrits de ©, Vo. - ++, Ups Pos ve. 
Go. -.. comme centres avec des rayons respectivement égaux aux olo- 
mètres correspondants des premiers membres des équations proposées. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si les premiers membres dont il 


(1) Voir mon Mémoire Sur les Principes de la Théorie generale des fonctions ( Annales 
de l’École Normale supérieure, 1891, p. 66 ct 72). 


Ann. de l’Éc. Normate. 3° Serie. Tome X. — Juin 1893. 23 
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3 
s'agit sont olotropes et réels pour les valeurs réelles de x, v, .... u. 
220, 9, -.. respectivement comprises dans des intervalles donnés. 
et si, de leur côté, les intégrales U, V, ... du systeme auxiliaire, prea- 
lablement ramené à un systeme harmonique passif (18, V)\, corres- 
pondent à un choix de valeurs initiales toutes réelles pour les variables 
indépendantes, les fonctions inconnues de ce dernier systeme, et leurs 


dérivées paramétriques. 
Caen. le 1° avril 1Rg>. 


APPENDICE ('). 


Réduction d'un système différentiel quelconque à une suite de systèmes 
harmoniques passifs n'impliquant chacun qu'une seule fonction in- 
connue. 


21. Étant donné un systeme différentiel dont les seconds membres 
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque système de cercles. on 
peut, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre d'une relation 
non identique entre les seules variables x, y, ..., le remplacer par un se- 
cond système adinettant les mêmes intégrales. et forme de deur groupes 
d'équations G,, G, qui jouissent de la double propriété ci-après énoncee : 
1° l’une des fonctions inconnues. u, du systeme proposé ne se trouve plus 
unpliquée dans le groupe G,; 2° en substituant aux fonctions restantes 
c,... des intégrales quelconques du groupe G,, on transforme le groupe 
(,, sou en une formule unique exprimant directement la fonction u a 
l'aide des rariables x, v,..., soit en un svstème harmonique passif a la 
seule fonction inconnue u. 

Designant par le système différentiel proposé, Nous N'Y TRAITERONS 
PROVISOIREMENT COMME INCONNUE QU UNE SEULE DES FONCTIONS U, 6, «2-5 LA 
FONCTION 4, PAR EXEMPLE, et nous attribuerons à u, x, v, ... des cotes 
choisies de telle facon, que le groupement, d’après l’ordre harmo- 
nique, des dérivées de u effectivement contenues dans 3 conduise à 
une suite de groupes composés chacun d’une dérivée unique (18, I, IT): 


(1) Les résultats qui font l'objet de cet Appendice ont été communiqués à l'Académie 
des Sciences dans la séance du 27 février 1893. 


DE L'EXISTENCE DES INTÉGRALES, ETC. 179 


puis, nous placerons en tête la fonction u elle-même, ce qui nous 
donnera la suite 


(32) u, D,.u, D,.u, ..., Deu. 


Cela posé, nous résoudrons par rapport au dernier terme de (32) 
l’une des équations où il figure, et nous porterons la valeur ainsi ob- 
tenue dans les équations restantes : nous aurons de cette maniere, 
outre la formule de résolution, un nouveau systeme $’ contenant une 
équation de moins que le proposé. Des divers termes de (32), l'un au 
moins, le dernier, a disparu de 3’; parmi les termes restants, nous 
considérerons celui qui occupe dans (32) le rang le plus éloigné, 
nous résoudrons par rapport au terme dont il s’agit l’une des équa- 
tions de 8’ où il figure, et nous en porterons la valeur dans les 
équations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules 
successives de résolution, un troisième système contenant deux équa- 
tions de moins que le proposé. Et ainsi de suite. En poursuivant ce 
calcul jusqu'à ce que les équations non encore résolues ne contien- 
nent plus la fonction uw ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur 
un système composé de deux groupes, savoir : 1° les formules de ré- 
solution A successivement obtenues; 2° les équations non encore 
résolues B. Si parmi ces dernières figure quelque relation non iden- 
tique entre les seules variables x, y, ..., le système proposé est im- 
possible. Si parmi les premieres figure une relation a résolue par 
rapport à u, elle ne contient dans son second membre ni wu ni aucune 
de ses dérivées, et la fonction u se trouve ainsi exprimée à l'aide des 
variables indépendantes x, y, ... des fonctions restantes 6, ... et de 
leurs dérivées; les diverses dérivées de u peuvent donc, elles aussi, 
s'exprimer de la même manière, et en portant leurs valeurs, avec celle 
de u, dans les formules de résolution précédentes, nous obtiendrons 
certaines relations € ne contenant plus la fonction u ni aucune de ses 
dérivées : le groupe G, se composera alors de la relation unique a, et 
le groupe G, des relations D, €. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d'une pro- 
position démontrée plus haut (18, Ill), remplacer le systeme A par 
un système harmonique $, composé d’un nombre égal d'équations 
ayant respectivement les mêmes premiers membres. On observera alors 
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que les conditions de passivité du systeme § constituent autant de 
relations auxquelles les intégrales du proposé doivent nécessairement 
satisfaire, et, en attribuant au besoin une nouvelle cote à chacune des 
quantités u, &, y, ..., on pourra toujours faire en sorte que le grou- 
pement, d'après l’ordre harmonique, des dérivées de w, nécessairement 
paramétriques, contenues dans les relations dont il s'agit, fournisse 
des groupes composés chacun d’une dérivée unique. On traitera ces 
relations comme on a traité le système proposé $, et l'on en déduira 
de même : 1° un premier groupe X d'équations, obtenues par résolu- 
tions successives, ayant pour premiers membres certaines dérivées 
de u et éventuellement cette fonction même; 2° un deuxième groupe 
B’ de relations ne contenant plus la fonction w ni aucune de ses déri- 
vées. Si parmi les dernières B figure quelque relation non identique 
entre les seules variables x, y, .., le système proposé est impossible. 
Si dans le groupe A’ figure une relation a’ résolue par rapport aw, la 
fonction u et ses dérivées peuvent s'exprimer à l'aide des variables 
indépendantes x, y, ... des fonctions restantes ¢, ... et de leurs déri- 
vées, et en portant les valeurs ainsi obtenues dans les relations pré- 
cédentes du groupe X et dans celles du groupe $, on obtiendra cer- 
taines relations €’ ne contenant plus la fonction inconnue uni aucune 
de ses dérivées : le groupe G, se composera alors de la relation unique 
a’, et le groupe G, des relations B, B', €’. Si le groupe À n'existe 
pas, le groupe G, se compose des relations $, et le groupe G, des re- 
lations 3, B’. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on poura déduire du systeme 
(§, A’) un systeme harmonique $', composé d'un nombre égal d'équa- 
tions ayant respectivement les mêmes premiers membres. Sur le sys- 
teme § on opérera comme sur $, et ainsi de suite. 

Or, un pareil mécanisme ne peut manquer de conduire finalement 
soit à une impossibilité, soit à une équation résolue par rapport à u, 
soit à des conditions de passivité indépendantes de z et de ses déri- 
yées. Car, dans le cas contraire, il conduirait à une suite illimitée de 
systèmes harmoniques possédant la propriété suivante : chacun des 
systèmes dont il s'agit comprendrait un premier groupe d'équations 
en nombre égal à celles du système précédent et ayant respectivement 
les mêmes premiers membres, puis un deuxième groupe d'équations 
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avant leurs premiers membres étrangers à ceux du système précédent 
et à leur descendance. Il résulte de cette circonstance que toutes les 
dérivées de « finiraient par devenir principales (18, IV), et à partir de 
ce moment les conditions de passivité demeureraient finies par rapport 
au, ce qui est évidemment incompatible avec notre hypothèse. 


22. En appliquant au systeme G, la proposition du numéro précé- 
dent, et continuant ainsi jusqu'à épuisement des fonctions inconnues, 
on pourra donc, sauf la rencontre d'une relation non identique entre 
les seules rariables x, y, ..., ramener l'intégration du systeme propose & 
a celle de systèmes harmoniques passifs n'inpliquant chacun qu'une 
seule fonction inconnue. 

Si le systeme proposé, avec des seconds membres tous nuls, a ses 
premiers membres olotropes dans un espace normal de forme quel- 
conque, on fui appliquera les remarques du n° 20. 


— ee ee — _—— - —— 


POTENTIEL THERMODYNAMIQUE 


ET LA 


PRESSION HYDROSTATIQUE, 


Pan P. DUHEM. 


INTRODUCTION. 


Nous avons indiqué ailleurs (') de quelle manière on pouvait de- 
terminer la forme générale du potentiel thermodynamique interne d’un 
systeme dont la nature varie d'un point à l’autre d’une manière con- 
tinue. Mais, préoccupé surtout des applications à l'électricité et au 
magnétisme, nous avons dü glisser rapidement sur quelques questions 
qui auraient nécessité une discussion rigoureuse; d’ailleurs cette dis- 
cussion exigeait l’examen préalable d’un grand nombre de difficultés 
relatives aux principes de la Thermodynamique, et cet examen n'était 
pas à sa place dans un Ouvrage qui n’était pas consacré à cette branche 
de science. 

Depuis l’époque où a paru l’Ouvrage dont nous parlons, nous avons 
repris l'étude détaillée de la Thermodynamique (7); les résultats 
obtenus dans cette étude nous permettent aujourd’hui d’aborder avec 
toute la rigueur et toute la généralité désirables la détermination du 
potentiel thermodynamique interne d’un systeme hétérogène. 

Moyennant certaines hypothèses, que nous avons cherché à mettre 


(1) Leçons sur l'Électricité et le Magnétisme, t.1, Liv. III, Chap. Il. 
(?) Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Journal de Mathématiques 
pures ct appliquées, t. VIII et t. IX). 
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clairement en évidence, on trouve que la forme générale de ce poten- 
tiel est la suivante : 
f= [GdV+ £ [[Fdvav'. 

Chacune des intégrations s’étend au volume entier du systeme; G dé- 
pend des variables, telles que la température, la densité, etc., qui 
définissent les propriétés du systeme en un point de l’element dV; 
F dépend des propriétés de la matière en un point de l’élément dV et 
en un point de l'élément dV’; toutefois, les températures T et T’ en ces 
deux points n'y figurent pas. 

Ce théorème domine l’étude de la Capillarité, de l'Électrostatique, 
du Magnelisme; nous en avons déjà fait de nombreuses applications et 
nous espérons en donner d’autres encore dans de prochains Mémoires. 
Dans ce Mémoire-ci, nous en faisons l'application à l'étude de l'équi- 
libre des fluides. 

Le cas le plus simple de l’Hydrostatique est celui où l’on suppose 
nulle la fonction F. Si l’on désigne par > la densité du fluide en un 
point de l'élément dV, la fonction G devient une simple fonction de ¢ 
et de T, (p,T) et le potentiel thermodynamique interne prend la 
forme 


# = { 9p, T) dV. 


Dans ce cas, les divers éléments du fluide n’exercent les uns sur les 
autres aucune action. La plupart des propositions relatives à ce cas 
simple sont bien connues; nous en avons donné ailleurs (‘ ) un exposé 
complet et rigoureux. 

Un autre cas, plus général que le précédent, est celui où l’on a 


EF = pp’ d(r), 


a et >’ étant les densités des deux éléments dV, dV’ et r leur distance. 
Dans ce cas, deux éléments, de masses dm et dm’, pris au sein du 
fluide, exercent l’un sur l’autre une action répulsive, soumise à la loi 


ns ce 


1) Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique. Cours professé à la Faculté des Sciences 
de Lille en 1890 1891. T. I, Liv. II. 
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de l'égalité entre l’action et la reaction, et ayant pour grandeur 
dm dm' f(r) Dre): 


C'est à ce cas que se rapporte, en particulier, la théorie de la figure 
des planètes. La plupart des théorèmes généraux, vrais pour le premier 
cas, le sont également pour ce cas plus général. 

Mais ce cas n'est pas le plus général qui se puisse concevoir; dans 
le cas le plus général, on a 


EF = pp (2, pr). 


Dans ce cas, la force qu’exercent l’une sur l’autre deux particules de 
masses dm et dm’ ne s'obtient plus en multipliant le produit de leurs 
masses par une fonction de leur seule distance; cette force est de la 
forme 


| a, 
dm dm! pen) [seen =- 5. ¥(orp'r)]. 


On sait que M. Faye attribue précisément à une force de ce genre la 
formation de la queuc des cometes. 

Mais, et c'est la ce qui distingue le cas général des cas particuliers 
précédents, cette force ne représente pas, à elle seule, l’action totale 
de la particule dm’ sur la particule dm : il faut y joindre une autre 
action qui est non plus une force, mais qui est ce que nous avons appelé 
ailleurs (') une influence; cette influence, qui tend à accroître la den- 
site de l’élément dm, sans tendre à déplacer le centre de gravité de cet 


tr 0 / ’ 
élément, a pour grandeur — FE b(s,9’,r)dmdm’. 


La masse dm excrce une influence analogue sur la masse dm’, en 
sorte que, pour avoir le travail total des actions mutuelles de ces deux 


masses, il faut ajouter au travail — D bp. o’, r) dm dm'èr de la force 

. 0 , 0 ‘ >! / 
mutuelle le travail — E (9, p',r) op + de’ U(p,5',r)os | dm dm’ des 
influences réciproques. 


(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, I Partie, Chap. II. 
Ann. de l'Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Juin 1893. 24 


N 
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L'introduction de ce nouvel élément, que ne connait pas la Méca- 
nique rationnelle, montre que le probleme de l’Hydrostatique, ainsi 
généralisé, échappe aux prises de la Statique classique; en revanche, 
il peut être abordé par la Thermodynamique, et l'étude de ce probleme 
se montre féconde en résultats imprévus. 

Le plus important de ces résultats, que nous avions déjà entrevu 
ailleurs ('), est celui-ci : 

Dans le cas general, la densité du fluide en un point n'est pas détermi- 
née par la seule connaissance de la pression au même point. 


Cette proposition fondamentale : A une température donnée, la den- 
site est une fonction déterminée de la pression, proposition que les 
Traités d'Hydrostatique présentent comme une hypothèse première et 
universelle, n’est vraie que pour les deux cas particuliers que nous 


avons signalés tout d’abord. 
Le résultat précédent peut encore se mettre sous la forme que voici : 


Les surfaces d’egale pression ne coincident pas, en general, avec les 
surfaces d égale densue. | 


A ce résultat, on peut en joindre deux autres : 


Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en general, avec les 


surfaces d’egale pression. 
Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en general, avec les sur- 


faces d’egale densité. 
Deux de ces trois familles de surfaces : surfaces d’égale pression, 


surfaces d’égale densité, surfaces équipotentielles, ne coincident que 
dans les deux cas particuliers énumérés tout d'abord, et alors elles 


coincident toutes trois. 
Des théorèmes fondamentaux de l’Hydrostatique classique, un seul 


demeure vrai pour le cas général; c'est celui-ci : 


Une surface d’egale pression est normale en chaque point a la force, 
tant intérieure qu exterieure, qui agit en ce point. 


(1) Lecons sur l’ Electricité et le Magnétisme, t. I, pp. 355-359. 
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CHAPITRE I. 


LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE D'UN SYSTÈME CONTINU. 


Considérons un corps, dont les propriétés varient d’un point a 
l’autre d'une manière continue ou discontinue, les discontinuités se 
produisant le long de certaines surfaces. Divisons ce corps en 7 par- 
ties, de telle façon que la nature de chacune de ces parties varie d’un 
point à l’autre d’une manière continue, les surfaces de discontinuité 
se trouvant au nombre des surfaces de division qui découpent le corps 
en ces x parties. Imaginons, en outre, que chacune de ces 2 parties ail 
une température uniforme, cette température n'étant pas forcément la 
même pour les diverses parties I, 2, ...,n. 

Nous supposerons que ces r parties puissent être considérées isole- 
ment et que chacune d'elles soit divisible à l’infini en parties qui puis- 
sent, elles aussi, être considérées isolément. 

Considérons isolément la partie 1. Supposons qu’elle admette un 
potentiel thermodynamique interne. Ce potentiel est susceptible d’une 
infinite de déterminations; soit $, une de ces determinations; c'est 
une quantité dont la valeur est donnée lorsque l’état de la partie 1 est 
donné. L’énergie interne et l’entropie de cette partie 1 seront déter- 
minées par les égalités 


ag 
(1) ENT 
_ 03, 
(2) BA gr 


Au sujet des parties 2, ..., 2, nous pouvons répéter des considera- 
tions analogues. 

Considérons simultanément les parties 1, 2,..., 2, en ne les suppo- 
sant pas en contact. Leur ensemble admet pour potentiel thermodyna- 
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mique interne, pour énergie interne et pour entropie les quantités 4, 
0, 8, déterminées par les égalités 


(3) $=F,4+9,4+...4+5, + EW, 
(4) OSV, ,+Y,+...+ 7, +, 
(5) S=-3, + 3,-+...+23, 


dans lesquelles W est une quantite dont la valeur est donnee lorsque 
l’état des diverses parties 1, 2, ..., z et leur position relative sont don- 
nes; cette quantité W tend vers zéro lorsque les diverses parties 1, 
2,..., a s’eloignent indéfiniment les unes des autres. 

Lorsque les diverses parties 1, 2, ..., 2 sont au contact, le poten- 
tiel thermodynamique interne, l'énergie interne et l’entropie ont des 
valeurs qui sont les limites respectives vers lesquelles tendent Îles 
quantités #, ©, 8, déterminées par les égalités (3), (4), (5), lorsque 
les parties 1, 2, ..., 2, primitivement isolées, tendent à se mettre en 
contact. 

Ce que nous venons de dire est tres général; nous allons maintenant 
particulariser davantage, en introduisant quelques hypotheses. 

La PREMIÈRE HYPOTHÈSE que nous ferons est une hypothèse sur la na- 
ture de laquelle nous avons déjà appelé l'attention dans un autre tra- 
vail ('); elle consiste à supposer que l’on a 


(6) YP-—Y¥,,+4,,4+...+ 41, 
+ Uy,+...+ Von 
+...+.... 

+ Erin 


W,,; étant la fonction, analogue à W, qui se rapporte au système que 
composeraient les deux parties ¢ et 7, si on les prenait seules; en 
sorte que le potentiel thermodynamique interne de ce dernier systeme 


aurait pour valeur 
Fit F + EW;;. 


L’égalité (6) peut encore se mettre sous la forme suivante, dont nous 


(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 1 Partie (Journal de Ma- 
thématiques de C. Jordan, t. VIII, p. 315; 1892). 
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aurons à faire un fréquent usage 


(6 bis) Yo Yet E34... + WP, 


+++... +, 


+ Yi: + Frs +. + loin. 


Dans cette égalité, Y'; et W,, ont identiquement le même sens. 

Le système ayant été décomposé en un certain nombre de parties, 
divisons celles-ci en parties plus petites, ces dernières en nouvelles 
parties, et ainsi de suite, de telle sorte que le système se trouve divisé 
en parcelles dont toutes les dimensions tendent vers zéro; admettons 
qu'à aucun moment ces diverses parties ne cessent de remplir les con- 
ditions qui permettent d'attribuer à chacune d'elles un potentiel ther- 
modynamique interne. 

Soit z une de ces parties dont le volume V; tend vers zéro; soit M; le 
point vers lequel tendent tous les points de la surface qui la limite; 
nous admettrons, et c’est la DEUXIÈME IIYPOTUESE que nous ferons, que 


l’on peut toujours choisir la fonction $, de telle manière que le rapport + 


demeure fini et tende vers une limite determinee lorsque la partie i tend 


vers zéro par un mode déterminé de subdivision du système. La valeur li- 

mite du rapport 5 demeure-t-elle la même lorsque la particule ¢ tend 
é 

à se réduire au point M; par des modes différents de subdivision du sys- 

teme? Ce dernier point sera l'objet non d'une hypothèse, mais d’une 

démonstration. 

Cette hypothèse peut n'être pas réalisée dans certains systèmes; 
ainsi, dans un système électrisé, si l’on considère une partie terminée 
partiellement par une surface qui porte une distribution électrique 
superficielle, lursque cette partie ¢ décroitra, on verra tendre vers une 


limite déterminée et finie le rapport => S; étant l'aire de la surface 
LU 
électrisée qui termine cette partie; en sorte que, dans ce cas, le rap- 
4 
J; a 8 . . . « , 
port & pourra croître au dela de toute limite. Nous laisserons de côté 
$ 


ce cas et d’autres du même genre; d’ailleurs tous ceux d’entre eux 
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qu'il est intéressant de considérer donneraient lieu à des raisonne- 
ments semblables à ceux que nous allons développer. 

La fonction $, étant déterminée, quel que soit z, de manière à satis- 
faire à l'hypothèse précédente, nous admettrons que la fonction Y;, 
satisfait à une TROISIÈME HYPOTHÈSE que VOICI : 

Soient, autour de deux points détermines M;, M; du système, deux 


Wi 
VV, demeure 


fini et, de plus, il tend vers une limite déterminée lorsque les deux vo- 
lumes V;, V; sont obtenus par un mode determine de subdivision du sys- 
teme. Nous laisserons en suspens, pour le moment, la question de sa- 
voir si cette limite est la méme quel que soit le mode de subdivision 
du systeme. 

Enfin, nous ferons une QUATRIÈME HYPOTHÈSE. 

Soit M; un point du système; soit S une surface qui entoure le 
point M;; prenons un volume quelconque intérieur à cette surface et 
contenant le point M;; divisons ce volume d'une manière quelconque 
en un nombre quelconque de parties ¢, a, b, ... {, dont l’une, ¢, ren- 
ferme le point M,. On peut toujours prendre la surface S assez voisine en 
tous ses points du point M; pour que l’on soit assuré d’avoir 


particules 1 et J qui tendent à se réduire a zéro. Le rapport 





(7) [Wiat Wot. ..+ WilSeV;, 


€ étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d’a- 
vance. 


Voyons quelles sont les conséquences de ces quatre hypothèses. 
Lo. Fi 
Nous allons prouver en premier lieu que le rapport v; tend loujours 


vers la même limite, quel que soit le mode de division du système qui fait 
tendre vers zero la particule entourant le point M.. 

Imaginons d'abord que l’on divise le systeme en cubes infiniment 
petits, qui ont leurs arêtes respectivement parallèles aux axes de coor- 
données Oz, Oy, Os, et dont la longueur d’aréte décroit suivant une 


progression géométrique de raison ;. Le rapport + tendra alors vers 
é 

une limite finie et déterminée, qui dépendra uniquement de la posi- 

tion du point M;. Si donc nous désignons par /; et u les valeurs de $,; 
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et V; relatives à un tel petit cube, nous aurons 
lim À = G (xj, Vis 3;) — Gi, 


G étant une fonction uniforme et continue des coordonnées x;, y;, 3; 
du point M,, si, au voisinage de ce point, les propriétés de la matière 
varient d'une manière continue. 

En vertu de notre quatrième hypothèse, autour de tout point M; d'un 
certain domaine D dont fait partie le point M,, on peut tracer une 
sphère qui jouisse de la propriété suivante : 

Si, à l’intérieur de cette sphère, on prend un volume contenant le 
point M,, et si on le divise en diverses parties /, a, b, ..., /, dont 
l'une, 7, contient le point M;, on sera assuré que l'on a 


LE 3 + Y +. . + Fi] Se V;. 


Le rayon de cette sphere dépend, en général, du point M; que l’on 
choisit dans le domaine D; mais, pour les divers points du domaine D, 
il admet une limite inférieure R, différente de zéro. 

Du point M; comme centre, décrivons une sphère de rayon inférieur 


a R ° # . a r 
a —- À l'intérieur de cette sphère, prenons un volume quelconque V,, 


renfermant le point M,, et divisons ce volume en parties quelconques 
a, B,..., À. Nous serons assuré d’avoir 


| Was + Foy +: . + Wa [Se Va, 
Fo + Way +... + We, | Se Ve, 
[Prat Poet... + PaxlSeM, 
et, en remarquant que 
Vat Vpg+...+ Vi= V,, 

| os + Wort... + Par 

+ Wat Va, +. . + Wey 

+ Wot Wyp-+. . + Wy [Se Vi. 


Ainsi, quelle que soul la forme du volume V; qui entoure le point M; et 
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quelle que soit la manière dont on l'a subdivise en parties a, B,..., A, on 
peut toujours prendre le volume V; assez petit pour que l’on ait 


(8) ag + Way+... + Wyo 
+ Wey +... + Pay 
a 

+ Py |S- Vi, 


€ elant une quantité positive, aussi petite que l'on veut, donnée 
d'avance. 

Prenons un tel volume V;. Soit ¥; son potentiel thermodynamique 
interne. Si nous traçons les petits cubes considérés, il renfermera 
certains de ces petits cubes a, 6, ..., À, et, en outre, des parties 
résiduelles, u, v, .... Nous aurons, d’après l'égalité (3), 


(9) Fi fa+fs+.. + fi+ Tu+ +... +EV. 


Le volume V; ayant été pris assez petit pour que l'inégalité (8) soit 
satisfaite, nous sommes assurés d’avoir 


(10) [EW |SnV,, 


y étant une quantité positive, aussi petite que l’on veut, donnée 
d'avance. 
En vertu de la deuxième hypothèse, on aura 


Su + +. = K(Vu+Vy+..), 


K étant un rapport qui demeure fini lorsque les volumes V,, V,, ... 
tendent vers zéro; mais on peut pousser assez loin la division en cubes 
pour que le volume de la partie résiduelle (V,+ V,+...) soit une 
fraction, aussi petite que l’on voudra, du volume V;. On peut donc 
prendre les éléments cubiques assez petits pour que l’on soit assuré 
d'avoir 


(11) [Fu ++... Sn Vi 


En vertu de la deuxième hypothèse, on peut prendre les cubes a, 
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B, ..., A assez petits pour que l’on soit assuré d'avoir 


| fa— Gy) one, 
(12) | | fs— ug lina, 


| css se ’ 


| f = um | ene, 


Ga, Gg, ..-, Gy étant les valeurs de la fonction G(a,y,5), en des 
points M,, Mg, ..., M, des cubes a, 3, ..., A. 

La fonction G(x, y, 5) étant continue et les points M;, Ma, Mg, M, 
étant tous intérieurs au volume V,, on pourra toujours prendre celui-ci 
assez petit pour que l'on soit assuré d’avoir 


| | Gx— G; in, 


oe | 


| G;, — G;| En. 


(13) 


Les inégalités (12) et (13) permettent d'écrire l’inegalite 
I fat fs +... + fi —NuG(r;, yon 51)| 2 20NU, 


N.etant le nombre des volumes cubiques que contient le volume Y;. 

Mais la somme Nu des volumes cubiques que renferme le volume V; 
ne pouvant surpasser ce volume V,, l'inégalité précédente entraine 
l'inégalité 


(14) [Sat fat...+ fi —Nuls(.c;, y 5) 1 an Vs 


L'égalité (9), jointe aux inégalités (10), (11) et (14), nous montre 
que l’on peut toujours prendre le volume V; assez petit et pousser 
assez loin la subdivision en cubes pour que l'on soit assuré d’avoir 


(15) 


4,—N UG (iy Vis 3) Sn Vi. 





On peut toujours aussi pousser la subdivision en cubes assez loin 
pour que le volume résiduel V,+V,+...—=V;— Nu soit une 
fraction aussi petite que l’on voudra du volume V;; assez loin, par 
conséquent, pour que l’on soit assuré d’avoir 
(16) GcNu. _n_ 

\; [Ur (tis Vis 3) | 


Ann. del’Ec. Normale. 3° Serie. Tome X. — Juix 1893. 2J 


194 P. DUHEM. 


Les inégalités (15) et (16) nous montrent que l'on peut toujours 
prendre le volume V, assez petit et pousser la subdivision en cubes 
assez loin pour que l'on soit assuré d’avoir 


(17) | Fi - V;G(x;, dés 3;)|25nV;. 


Mais la valeur des deux membres de cette inégalité ne dépend plus 
que du volume V; et nullement du degré auquel a été poussée la divi- 
sion en cubes. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Quelle que soit la forme du volume V;, qui entoure le point 
M;(x;, Ya 35), nous pouvons toujours assigner à ce volume une limite 
supérieure telle que, pour tout volume inférieur à cette limite, nous 
soyons assuré d'avoir 


(17 bis) Vv" -- (iy Yo 3;)| 25, 

| VE 
N étant une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, donnée 
d'avance. 

Cette proposition entraine, à titre de conséquence, le théorème que | 
nous voulions démontrer : 

Lorsque le volume V; tend a s evanouir au point M; en passant par UNE 
SUITE QUELCONQUE DE FORMES, de rapport v tend vers une limite finie et de- 
terminée, quidépend d'une manière uniforme des coordonnées du point M,, 
el qui varie d'une manière continue avec ces coordonnées, lorsque le 
point M; se déplace dans une région où les propriétés de la matière va- 
rient d'une manière continue. 


Ce théorème entraine immédiatement cet autre : 


Lorsque l'on augmente indéfiniment le nombre des parties en lesquelles 
le systeme est divisé, de manière que les dimensions de chacune de ces 
parties tendent vers zero, la somme ($,+ 3%, +...+ #,) tend vers une 
limite finie, dont la valeur est indépendante de la loi de subdwision 
adoptée, et l'on a 


(18) lim(F,+5,+...+5,)= / G(r, y, 5) dV, 


dV étant un element de volume du systeme, (x, y, 3) un point de cet ele- 
ment, et l'intégrale s'étendant au volume entier du système. 
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Nous allons maintenant, par une analyse semblable, prouver que, si 
deux volumes V,, V; tendent à s’évanouir l’un au point M;, l’autre 
au point M,, le rapport vit tend vers une limite dont la valeur dé- 
pend de la position des deux points M,, M,, mais ne dépend pas des 
formes par lesquelles passent les volumes V;, V;, en se contractant. 

Supposons, tout d’abord, que l'on ait adopté un mode particulier 
de subdivision du système, par exemple la subdivision en cubes déjà 
considérée. Deux de ces divisions cubiques, toutes deux de volume u, 
enferment l'une le point M,, l’autre le point M;. Soit Ÿ;; la valeur de 
la quantité analogue à W,,; pour ces deux cubes. En vertu de la troi- 
sième hypothèse, lorsque ces deux cubes tendront à s’evanouir l’un 


e 9 e l,.. J e 
au point M;, l'autre au point M;, le rapport wi tendra vers une limite 
F 
finie et déterminée, et l’on pourra écrire 


Vis 


u? 


(19) lim = Fury, Yin sis, js 35) - Fi 

F étant une fonction uniforme des coordonnées .r,, v,;, 3; du point M; et 
des coordonnées x, y;, 3; du point M;; de plus, si les propriétés de la 
matière varient d'une manière continue autour du point M,, F est une 
fonction continue de x;, ¥;, 3,5 si les propriétés de la matière varient 
d’une manière continue autour du point M,, F est une fonction con- 
tinue de z;, y;, 3;. 

Cela posé, prenons, autour des points M;, M;, deux volumes quel- 
conques V;, V;, auxquels correspond la fonction W;;. Divisons-les 
en cubes de volume uw. Le volume V; renferme les cubes «, 8, ..., A, 
et les volumes residuels V,, V,, ..., Vo. Le volume V; renferme les 
cubes a, b, ..., é, et les volumes résiduels V,,, V,, ..., V,. Nous au- 
rons évidemment 


(20) Wie Uae + an bee ea + Pam + Wan te. + Yan 
Lu Ya + Ug, +...+ bg, + LE -t- We, +...+ Ws, 
ER 
+ ba + bis +... tb + Bon +, +... + hp 
Wat Wort... + Wa + on + Won +e. + Wan 
+ Wa Yun +... + Wu +1, -- War... + WE, 


+ out Want... + Wort on + Want: + Wan: 
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e ’ wy y ) LD e > e 
Chacune des quantités —2", ---» —4 tend vers une limite finie lors- 
uV,, uy, 
que les volumes uy, ..., U), Vins ..., V, tendent vers zéro, la valeur 
de cette limite dépendant peut-être de la manière dont ces volumes 


tendent vers zéro. On peut done poser 
ont... + WW, = KN a(V,, +... + V,), 


N étant le nombre des cubes que renferme le volume V,, et K un rap- 
port qui demeure fini quelque loin que l’on pousse la division du sys- 
teme. 

De méme, on pourra poser 


Waa +... Wa, = K'N'u (No +...+ Vo) 


Pum te. + opi K'(Va +... 4+ Va) (Vin eee + Vp), 


N’ étant le nombre des cubes que renferme le volume V,, et K’, K” 
étant des rapports analogues a K. 
. Nu Nu 
Mais ~~» -— sont des rapports dont la valeur ne peut surpasser 1; 
Vi’ V; 
on peut, d’autre part, pousser assez loin la division en cubes pour que 
les deux rapports 


soient aussi voisins de zéro que l’on voudra. 

Donc, les deux volumes V;, V; étant donnés d’une manière quel- 
conque, on pourra pousser la division en cubes assez loin pour que l’on 
soit assuré d’avoir 

Bon tee +, JEnViV,, 
(21) | Fua +...-+ Pur | Sunviy,, 
Want Wap) Savi V;,, 


y étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d’avance. 


D'autre part, en vertu de l’égalité (19). on peut toujours pousser 
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la division en cubes assez loin, pour que l’on soit assuré d’avoir 


| baa — Fog u? | < nur, 
(BB) +.................. ; 


Mais la fonction F(x;, y;, 3:5 X, Yj, 2;) est une fonction continue 
de x;, y;, 5; et de x, y;, 5;. Comme les points M,, ..., My, M; sont tous 
intérieurs au volume V; et que les points M,, ..., M,, M; sont tous ın- 
térieurs au volume V,, on pourra toujours supposer que, avant toute 
division en cubes, on ait pris les volumes V,, V; assez petits pour que 
l’on soit assuré d’avoir 


(23) +............. , 
(| Fy -- Fal en. 
Les inégalités (22) et (23) donnent l'inégalité 
|\Yaa te. thy — NN UPR; | S 2nNN'e. 


Comme on a d’ailleurs 
Nu=V;, N'u=V,, 


cette inégalité entrainera cette autre 
(24) [Yaa +. th — NN UF, | San V;V,. 


Cette inégalité, jointe à l'égalité (20) et à l'inégalité (21), entraine 
le résultat suivant: 

On peut toujours prendre les deux volumes V,, V; assez petits, puis, 
une fois ceux-ci choisis, pousser la subdivision en cubes assez loin, 
pour que l'on soit assuré d’avoir l'inégalité 
(25) IE; — NN’u?F,;| £54 V; V;. 


D'ailleurs, les volumes V,, V; étant donnés, on peut toujours pousser 
la division en cubes assez loin pour que l’on soit assuré d’avoir 


Vi— Nue yn Vi Nu. yn 


- 


r = fi =) u HT 
Vi ViFi: Vv; Vi Fi; 
et, par conséquent, 


(26) IV,V,;F,;-- NN @F,|SnV;V,„ 
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inégalité qui, jointe à l'inégalité (25 1). donnera 
(am Œ,— V,V;F,, 26rV,V,. 


Ainsi, on peut toujours, autour des deux points M;, M;, tracer deux 
volumes V,, V; assez petits, puis. une fois ces volumes choisis, les dé- 
couper en cubes assez petits pour que l'inégalité (27 ) soit assurément 
satisfaite. 

Mais la division du systeme en eubes infiniment petits et le degré 
auquel cette division est poussée n’influent en aucune façon sur la 
valeur des deux membres de l'inégalité (27); nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 


Quelle que soit la forme des volumes V;, V; qui entourent respecti- 
vernent deux points donnés M,, M;, nous pouvons toujours assigner à ces 
volumes une limite supérieure telle que, pour tous les volumes V;, V;, 
inférieurs à cette limite, nous sovons assurés d’avoir l'inégalité 


. . WY, 
(97 bis) Ti — F(r,, Vis SES Tis Vis Sj! <6n, 
IYıY, 


y; étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 


De ce théorème découle la proposition que nous voulions démontrer. 


Lorsque les deux volumes V;, V; tendent respectivement à s’evanouır 
aux points donnés M;, M;, en passant Par UNE SUITE QUELCONQUE DE FORMES, 


Y, i 


le rapport VV, tend vers une limite finie et déterminée; cette limite depend 


d'une manière uniforme des coordonnees du point M; et des coordonnées 
du point M;; elle varie d'une manière continue avec ces coordonnées, 
pourvu que les propriétés de la matière varient d'une manière continue 
dans le domaine du point M; et dans le domaine du point M;. 


Ce théorème établi, nous allons nous proposer de démontrer la 
proposition suivante : 


La fonction F(a, y, 23 2’, y, 3')est d’une nature telle que lintegrale 


[ Fir, y, 53.2, y', 3') dV’ 
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au un sens même lorsque le point (.c, y, 3) fait partie du volume auquel 
s'étend l'intégration. 


Cette proposition n’est nullement évidente de soi, car, si nous 
savons que la fonction Fix, y, 3; x’, y’, 5’) est finie et déterminée 
pour tout couple de points M(x, y, s) et M’(.z’, y’, 3‘), il n’est nulle- 
ment démontré ni assuré que cette fonction tende vers une limite finie 
et déterminée lorsque le point M’ tend vers le point M par un trajet 
quelconque. 

Autour du point M,(x, y, 3) (fig. 1), on peut toujours, en vertu de 





notre quatrième hypothèse, tracer une surface S assez petite pour que 
l’on ait 


(7 bts) Wat Wig+...+W,l£ev,, 


V, étant un volume intérieur à la surface S et contenant le point M, ; 
Vas Ve, ..., VA des volumes connexes avec le volume V,, qui, avec le 
volume V,, remplissent en tout ou en partie l’espace intérieur à la 
surface S, et £ une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, 
donnée d’avance. 

A l’intérieur de la surface S, traçons une autre surface quelconques. 
Nous pourrons toujours prendre le volume V, assez petit pour qu'il 
soit en entier contenu dans la surface S’. Soient V,, ..., V, d’autres 
volumes qui, avec le volume V,, achèvent de remplir la surface S’. 
Soient V,, ..., V, des volumes qui remplissent l'espace U compris 
entre les surfaces S et S’. L’inégalité précédente nous donner: 


Wat + Wot Wat... + Wa Se Vi 


et aussi 
Wat... + WylseV,. 
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Ces deux inégalités nous permettent d'écrire 
M. Pur Wie lad, 
Mais, en vertu de la proposition exprimée par l'inégalité 1 2; ). et en 
désignant par 9 la quantité positive =, nous pourrons toujoursprendre 


L 
les volumes V,, Vy, ..., Ve assez petits pour que nous soyons assuré 


des inégalités 


Win--FinViVe 90,9. 
De ces inégalités, nous déduisons 


, Vip DE une Wisc — V,: Fu Vu — oe + Fyo Vo) “5UV,, 


. . . s € 
ou bien, puisque 9 est égal à p> 
124) Wu. 7: la V,: FuVu--...+ F,oNYo) eV. 


Mais le point M, ne fait pas partie de l’espace U; quelle que soit la 
position du point (x’, y’, 3’) dans l’espace U, la fonction 


hé . f] ~ e f Ad a! 
Fr, Vis 513 { » J yo ) 


demeure finie et continue. Lors donc que les dimensions des volumes 
V, .…. Va tendent toutes vers zéro, la somme (FEV, +...+ Fig Vo) 
tend vers l'intégrale 


[ran Yr, Hs) AV’. 
Ü 


En d'autres termes, une fois les deux surfaces S et S’ choisies, on peut 
toujours prendre les volumes V,,...,V,,, assez petits pour que l’on ait 
l'inégalité 
' t 
(30) FuVu- + Fig Va— [ For, Yu 33 ds V3) AV’ Se. 
eve 


Les inégalités (28), (29) et (30) donnent l'inégalité 


(31) V, (Fin. Moser V3) Vie Vi, 
1 “u N 
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Ainsi, autour du point M,, on peut toujours tracer une surface fer- 
mée S assez petite pour que la propriété suivante soit vérifiée : 

Quelle que soit la surface S’, intérieure à la surface S, dont on en- 
toure le point M,, on pourra toujours prendre les volumes V,, V,, ..., 
V,, assez petits pour que l'on ait 


(31 bis) fF (eu yu sr ps) dV'|S4e, 


l'intégrale s'étendant à l’espace U compris entre les surfaces S et S’, 
et e étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 

Mais rien, dans la valeur du premier membre de l'inégalité (31 bis), 
ne dépend des dimensions des volumes V,, V,. ..., V3 nous pourrons 
donc remplacer l’énoncé précédent par celui-ci : 


Autour du point M,, on peut toujours tracer une surface fermée S 
assez petite pour que l'on ait l'inégalité (31 bis), e étant une quantité 
positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance, et l'intégrale 
s'étendant à l’espace compris entre la surface S et n'importe quelle autre 
surface S', intérieure a la surface S et enveloppant le point M,. 


C’est le caractère général, indiqué par M. du Bois-Reymond, pour 
reconnaitre que l'intégrale 


JS F(z, ¥, 5,2", y', s') dv’ 


aun sens, même dans Je cas où, le point (x, y,3) faisant partie du 
domaine auquel s’étend l'intégration, la fonction F pourrait cesser 
d’être, en ce point, déterminée, finie et continue. La proposition 
énoncée est donc démontrée. 

Proposons-nous maintenant d'évaluer la limite vers laquelle tend 


la somme 
Wet Uist. . .—+ Yin 


lorsque le nombre des parties en lesquelles le systeme a été divisé 
augmente au delà de toute limite, les dimensions de chacune de ces 
parties tendant vers zéro. 
Soit M,(x,, y,, 3,) le point où le volume V, tend à s’evanouir. En- 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Juitter 1893. 26 
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tourons le point M, d’une surface fermée S (fig. 2). Soient V,, V,, -.., 
V, les parties qui composent l’espace U intérieur à la surface S; soient 


Fig. 2. 


3 
Vus... V, les parties en lesquelles est divisé l’espace E extérieur à la 
surface S. Nous aurons 


(32) Wet Pat... += 8. 4+... ++ Pint. +, 


En vertu de la quatrième hypothèse, nous pourrons toujours prendre 
la surface S assez petite pour avoir 


(33) [Wiet...+ P| Sei, 


e étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance; et cela, quelles que soient les parties V,, V,, ..., V,, en 
lesquelles le volume U a été divisé. | 

D'autre part, nous pourrons toujours rendre les volumes V,, V,,,..., 
V, assez petits pour avoir 


| Yin Fin Vi Vn |S 5 Vi Von 


|Win — Fin Vi Va SE Vi Vas 
E=(V,+...+ V,) étant le volume occupé par le systeme en dehors 
de la surface S. Ces inégalités donnent 
(34) ion ++ in Vil Fim Vin + + Fin Va)]£E Vs. 


On peut aussi rendre les volumes V,,, ..., V, assez petits pour avoir 





(35) Fin Vmte+ Fa Ve | Flzu Ju 5,2", y'; a) aM =e 
E 


l’intégrale s’etendant à la partie E du système qui est extérieure à la 
surface S. 
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Mais, d’après le théorème que nous venons de démontrer, lorsque 
la surface S tend, par une suite quelconque de formes, à s’évanouir 
au point M,, l'intégrale | 


IC Ji S19 z', y',3') dV' 
E 


tend vers une limite finie et déterminée qui est, par définition, l’inte- 
grale 
F(x, Y19 1 x, y's 3‘) aV', 
(E+U) 

étendue au volume entier du système. Cette intégrale est une fonction 
des coordonnées (x,, y,, 3,) du point M,, variable d’une manière 
continue avec x,, y,, 31, Si les propriétés de la matière varient d’une 
manière continue au voisinage du point M,. Si donc nous posons 


(36) W(Zi Yu a)= f F(x, Yusz',7,5) AV’, 


l'intégrale s'étendant au volume entier du système, nous serons 
assuré que l’on peut prendre la surface S assez petite pour avoir 


(37) W251) — [Fleur 315, 2',y', z’)dV' Se. 
E 


L’ensemble des égalités et inégalités (32), (33), (34), (35) et (37) 
conduit au résultat suivant : 

On peut toujours prendre assez petites, d’une part, la surface S qui 
entoure le point M, et, d’autre part, les dimensions des parties en les- 
quelles le systeme est divisé pour avoir 


(38) [Wet Wat... + Wn-VıW(z, Yu 31) /S4eV;, 


e étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 

Mais les valeurs des deux membres de l'inégalité (38) sont entiere- 
ment indépendantes des dimensions attribuées à la surface S. Nous 
pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Il est toujours possible de pousser assez loin la division du système pour 
que l'inégalité (38) soit vérifiée. 
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Ce théorème équivaut à celui-ci : 

Lorsque l'on divise le systeme indéfiniment, suivant une loi quelconque, 
le rapport — Fu A Ti end vers la valeur limite W(x, Yer 3) 


Il nous est maintenant facile de calculer la valeur limite vers 
laquelle tend la somme 


+= Yo+Ya—... Fa 
+ ¥,,7 Yn— LT 
a ee 
+ Puis Var... Fans 


lorsque l’on pousse à l’ınfini la division du systeme. 

Soit e une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance; soitU = V,+ V,+...+ V, le volume total du systeme. 

On pourra toujours pousser assez loin la division du système pour 
avoir 


[Piet Pit... +4 —ViW(rs Yu 21) (5 Ar 


- . . € 
(38 bis) [Wait Post. + — V,W (Tes ALT 2)|£ Vs 


| Wart Eat... + an Va W( Lav Yas an) 1S t V.. 


qui donnent 

(39) | > — W( 24, vi, 21) Vs —-..— Wray Yns 5n)Nal£e. 

Mais on peut aussi pousser la division du système assez loin pour être 
assuré d’avoir 

(40) |W(24, X15 31) Vat... + Warns Ya zn) Vn— f W(z, y,3)dV|<e, 


l'intégrale s'étendant au systeme entier. 
Les inégalités (39) et (40) nous montrent que l’on peut toujours 
pousser la division du système assez loin pour avoir 


(41) |Z— [ W(2,y,2)dVISas, 


e étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 
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Cette inégalité (40) nous montre que, lorsqu'on pousse à l'infini la 
division du système, on a 


(42) lim ( Wit Pi+... +0), 
+++... +, 


++ Wat: . + W,,n-1) = [ W(z, Ns 3) dV. 


Les égalités (3), (6 bis), 18 et (42) conduisent alors au théorème 
suivant. 


Le potentiel thermodynamique interne d'un système continu peut se 
mettre sous la forme suivante 


(43) $= [ G(z, Ÿ» 3) 4V + = [Wi y, 3) dV; 


E est l'équivalent mécanique de la chaleur; G et W, deux fonctions finies, 
qui varient d'une manière continue avec x, y et 5, si les propriétes de la 
matière varient d’une manière continue dans le domaine du point (x, y, 3). 


En vertu de l’egalite (36), cette égalité (43 bis) peut encore s’écrire 
(43 bis) = [G(z, ¥, 5)aV + = fF, yy, 3,2’, y', s')dVdV'; 


F est une fonction symétrique de x, y, z et de x', y’, 2 ; si les deux points 
(x, y, 2) et (x, y’, 3’) demeurent à distance finie, elle demeure finie et 
déterminée; elle varie d'une manière continue avec x, y, 3, si les pro- 
prêtes de la matière sont continues dans le domaine du point (x, y, 3). 

Ces résultats sont déduits de l'égalité (3). Des considérations ana- 
logues, appliquées aux égalités (4) et (5), fourniront les expressions 
suivantes pour l’Energie interne et pour l’entropie d’un système continu 


(44) EU = [K(7, y,3)dV + = (fF (x, y, 3, 2’, y', 3") 4V dV', 
(45) ES= fIl(z, y, 3) dV. 


K et H sont des fonctions analogues à G; elles ont avec G des relations 
que nous allons approfondir. 
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CHAPITRE IL. 


EXPRESSION DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE EN FONCTION 
DES PROPRIETES DE LA MATIERE EN CHAQUE POINT. 





La matière qui forme un système peut être isotrope ou non isotrope. 

En tout point M d'une matière non isotrope, un trièdre trirec- 
tangle (ME, Mn, MZ) est donné, qui définit l'orientation de la matière 
en ce point; cette orientation peut d'ailleurs varier d'un point à l’autre 
soit d'une manière continue, soit, le long de certaines surfaces, d’une 
manière discontinue. Si une portion de matière se déplace de manière 
que ses divers points gardent des positions relatives invariables, et 
que ses propriétés demeurent invariables, le triedre qui marque l’orien- 
tation de la matière en chaque point est entraîné dans ce mouvement. 

L'état de la matière au point M est défini par un certain nombre, 
que nous supposerons fini, de variables algébriques et de grandeurs 
géométriques; chacune de ces dernières intervient, dans la définition 
de cet état, non seulement par sa valeur, mais encore par sa direction 
par rapport au trièdre (M&, Mn, M£); en d’autres termes, chacune 
d'elles intervient par ses trois composantes suivant ME, Mn, ML. 

Lorsqu'on aura affaire à une substance isotrope, on pourra attribuer 
à chaque point un trièdre d'orientation; mais le choix de ce trièdre 
sera arbitraire et, parmi les conséquences auxquelles on parviendra, 
on ne devra retenir que ceux qui sont indépendantes de l'orientation 
attribuée en chaque point à ce trièdre. 

Imaginons une portion de matière. L'état de cette portion de la ma- 
tière est défini par son orientation en chaque point et par la valeur 
qu'ont, en chaque point, un certain nombre de variables parmi les- 
quelles est la température absolue T. Les autres variables seront dites 
normales (') si elles possèdent la propriété suivante : la portion consi- 
dérée de la matière ayant la même température en tous ses points, et 





(1) P. Dune, Commentaire aux principes de la Thermodynamique, UI? Partie (Jour 
nal de Mathématiques pures et appliquées, 1, IX). 
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étant placée en présence de corps étrangers quelconques, une varia- 
tion infiniment petite de température que n’accompagne ni change- 
ment de forme de la portion considérée, ni changement des variables, 
autres que la température, qui définissent son état en chaque point, 
n’entraine aucun travail des actions extérieures. Nous admettons que 
l’on peut toujours définir l’état de la matière au moyen de variables 
normales et nous supposons que l’on ait toujours fait choix de telles 
variables; c’est à cette condition seulement que les équations (1) 
et (2) sont exactes. 

Ces principes brièvement posés, nous allons énoncer deux hypo- 
thèses qui se présentent pour ainsi dire d’elles-mémes. 


PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — M, est un point donné du système, situé dans 
une région de température uniforme; V, est un volume qui enferme le 
point M,; ce volume, considéré isolément, admettrait un potentiel 
thermodynamique interne §,; si on le supposait rempli d'une matière 
homogene ayant en chaque point l'orientation et les propriétés qu'a la 
matière considérée au point M,, il admettrait un potentiel thermody- 


namique interne $,; on peut toujours prendre le volume V, assez petit 
pour que l'on ait 


(46) |¥,—F, |SeVi, 
€ élant une quantile positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d’avance. 


DEUXIÈME HYPOTHÈSE. — M,, M, sont deux points donnés du système; 
chacun d’eux est situé dans une région de température uniforme; V, 
est un volume qui entoure le point M, et V, un volume qui entoure le 
point M,; à l'ensemble de ces deux volumes correspond une fonc- 
tion W,,.Si l'on supposait le volume V, rempli d’une matière homo- 
gene ayant, en chaque point, l'orientation et les propriétés qu’a, au 
point M,, la matière qui remplit réellement le volume V,; si l’on sup- 
posait le volume V, rempli d'une matière homogène ayant, en chaque 
point, l'orientation et les propriétés qu’a, au point M,, la matière qui 
remplit réellement le volume V,, la fonction W,, prendrait une valeur 
nouvelle W,. On peut toujours prendre les deux volumes V,, V, assez 
petits pour que l’on ait 


(47) | Fi: — Wiel] SeVi Ve, 
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€ étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d’a- 
vance. 

Pour déduire les conséquences de la première hypothèse, don- 
nons au volume V, la forme d'un cube ayant son centre au point M, et 
ses arêtes parallèles aux arêtes M,&,, Min,, M,%,, qui marquent 
l'orientation de la matière au point M,; supposons ce cube homogène ; 
le potentiel thermodynamique interne #, de ce cube, considéré isolé- 
ment, doit être indépendant de la position de ce cube dans l'espace: 
il ne peut donc dépendre que des variables qui, avec la position qu'il 
occupe dans l'espace, achèvent de le faire connaître entièrement. Or il 
est évident que ces variables sont : 

1° Le volume V,; 

2° La grandeur des paramètres algébriques &,, B,, ..., A, Ty qui 
définissent l’état de la matière au point M,; 

3° La grandeur des trois composantes a, a, ax; ...; Le Lim Lig 
de chacune des grandeurs géométriques a,, ..., 4, qui définissent 
l'état de la matière au point M,. 

On doit donc avoir 


Pi TG s+ sy May Ths Gaby Gin it +» a ns ite Va)e 
Mais on peut prendre le volume V, assez petit pour que l’on soit 
assuré d’avoir 
(19) 1 GVılSeVi, 
et, partant, en vertu des inégalités (17) et (46), 


FA 


v 





6 [sae 


G, ne dépendant pas du volume V,, cette inégalité montre que, lorsque 
le volume V, tend vers zéro, Ÿ tend vers une limite qui ne dépend pas 


de V, et qui ne peut dès lors dépendre que des variables a,, ..., À,, 
Tas Gite Gimp Bits vos Lits bans dir 

Par conséquent, la fonction G, dépend seulement : 1° des grandeurs 
des paramètres algébriques qui entrent dans la définition de l'état de la 
matière au point M,; et 2° des trois composantes (suivant les axes qui 
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indiquent l'orientation de la matière au point M,) des grandeurs geo- 
métriques qui définissent l'état de la matière en ce point. 

Dans le cas particulier où la matière est isotrope, le choix des axes 
M,5,, Min,, M,%, est arbitraire, et les variables que nous venons 
d’enumerer ne doivent entrer dans l'expression de G, que par des 
combinaisons indépendantes du choix de ces axes; donc, dans le cas 
où la matière est isotrope au point M,, l’état de la matière en ce point 
étant défini par certains paramètres analytiques et par certaines gran- 
deurs géométriques, G, dépend seulement de la valeur de chacune de ces 
variables et des angles que les grandeurs géométriques font deux à deux. 

Pour déduire les conséquences de la deuxième hypothèse, prenons 
le volume V, comme nous venons de le faire, et formons le volume V., 
autour du point M,, par un procédé semblable. 

La fonction Y”, relative au systeme des deux cubes homogènes V,, 
V, ne doit pas dépendre de la position absolue dans l'espace du sys- 
tème formé par ces deux cubes; elle doit dépendre seulement des va- 
riables qui, jointes à cette position, achèvent de déterminer entière- 
ment le système formé par ces deux cubes; encore les températures 
T,, T, des deux cubes n’y doivent-elles pas figurer. 

Les variables qui déterminent 4”, sont donc : 

1° Les volumes V,, V, des deux cubes: 

2° Trois paramètres 9, 9, d (par exemple, les trois angles d’Euler), 
permettant d'orienter les deux triedres 


(M.ë:, Min,, M,f,) et (M Ës Mine, M2.) 


l’un par rapport à l’autre; 

3° La distance r des centres des deux cubes; 

4° Les variables algebriques «,,..., A, (mais non pas la tempéra- 
ture T,) dont dépend l’état de la matière au point M, ; 

5° Les composantes ax, Qyy, ar, ..., Lie, Im Lx, Suivant M,&,. 
M,n., M,¢,, des grandeurs géométriques a,, ..., /,, dont dépend 
l'état de la matière au point M,; 

6° Les variables algébriques «,, ..., A, (mais non pas la tempéra- 
ture T,) dont dépend l’état de la matière au point M, ; 

7° Les composantes ax, as», ax, ..., Le, Ln Le, suivant M,6.. 
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2, ..., a, ayant chacune une température uniforme, nous aurons 


| OG 0009 | 
De TN = oF fen + orf G4Va+.. + yp [Ga 


Mais, d'autre part, en désignant par #, le potentiel thermodynamique 
interne de la partie 1 considérée isolément, nous aurons [égalité 


(43 bis)] 
A= [Gdvie | ff raviav.. 
11 


La fonction F est indépendante de la température commune T, des 
deux éléments dV,, dV. Nous aurons donc 





, OF, _ 
ou bien, en vertu de l'égalité (2). 
0 
yy 2 
ES, — ar, J 84: 
On a, de même, 
0 
x | 
En f G dV, 
ES —— _® [Gav 
n or, n 


Moyennant ces égalités, l'égalité (48) devient 


ov = — E(2,+ 2,+...-+2,) 


ou bien, en vertu de l'égalité (5), 


0G 


L'égalité (1) donne, en tenant compte de l’egalite (49 }, 


EY, =§,— T, _. G dV.. 


Leo's 
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On a, de même, 
D Q 
= Tip [Gav., 





Ces égalités, ajoutées membre à membre, donnent 
E(¥,+7,+...+Y,) 
=5454..45—-(1% foavisr, 2 faav,+...+r 2 [Gav, 
2 n ‘OT; ; 1 ? OT, , 2 . nr 


Rep 


ou bien 


E(Y,+Y.+...+Y,)=h4+44.. a TEN. 


Cette égalité, jointe aux égalités (3) et (4), donne 
EU — j ’- (15 av 
ou bien, en vertu de l'égalité (43 bis), 


(51) Eu= {(G— To )av+ 3 J f Favav. 


Les égalités (50) et (51) nous redonnent les résultats contenus dans 
les égalités (44) et (45); mais, de plus, elles nous enseignent que les 
fonctions K et H, qui figurent dans ces équations, sont liées à la fonc- 
tion G par les relations 


0G 
. 0G 
(53) K = G — Tor 


Ce que nous avons dit dans ce Chapitre et dans le précédent n’exige 
pas que la température du systeme soit uniforme; mais, du moins, 
cela exige que le systeme soit décomposable en un nombre limité de 
parties ayant chacune une température uniforme; c’est, en effet, seu- 
lement dans ce cas que sont définies les fonctions s et $ (Commentaire 
aux principes de la Thermodynamique, 11l® Partie, Chap. I, § 6 et 
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Chap. III, § 7). Mais, st nous considérons maintenant un système dont 
la température varie d'un point à l'autre d'une manière continue, rien 
n'empéche de former, pour un tel systeme, les fonctions 3, 8, ©, données 
par les egalıtes 


(43 bis) ? = [6 dV +2 [fravav, 


(30) ES = — av, 
(51) EU — (Taf F dV dV!, 


et de leur étendre les proprietes des fonctions 3, 8, ©, relatives a un sys- 
téme que l'on peut diviser en parties de temperature uniforme. 

Cette extension, qui permet de traiter des systèmes dont la tempé- 
rature varie d'un point à l'autre d’une manière continue, constitue une 
nouvelle hypothese ; mais cette hypothèse se présente si naturellement 
et les conséquences en sont si aisées à déduire que nous n’insisterons 
pas sur elle. 


CHAPITRE Ill. 


DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES. 


Les considérations précédentes sont très générales; nous allons 
maintenant nous occuper d’un cas plus restreint, qui aura l'avantage 
de nous fournir l'application à un exemple simple des théorèmes que 
nous venons d'établir. 

Imaginons une substance isotrope, définie en chaque point par deux 
variables normales seulement, la température T et la densité >; celle-ci 
variera d’une manière continue à l’intérieur de certains espaces; mais 
ces espaces pourront confiner les uns aux autres par des surfaces de 
discontinuité; la matière remplissant chacun de ces espaces prend le 
nom de fluide. 
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Pour un fluide donné, la fonction G relative à un point (x, y, 5) dé- 
pend seulement de la densité p et de la température T en ce point; 
nous pouvons poser 


(51) G =2(p, T). 


La forme de la fonction ¢ dépend de la nature du fluide. 

La fonction F relative à deux points (x, y, 5) et (x, y’, 3’) dépend 
de la densité ¢ au point (x, y, 5); de la densité >’ au point (x’, y’, 5’): 
enfin de la distance r des deux points (x, y, 3) et (x, y’, 3’); nous 
pouvons poser 


, > I i j 
(55) P= 54 (ps7). 


La forme de la fonction Ÿ dépend de la nature du fluide auquel appar- 
tient le point (x, y, 5) et de la nature du fluide auquel appartient le 
point (x, y, 3’). 

St nous désignons par dm = o dV et par dm'— 2 dV’ les masses 

des deux éléments de volume dV, dV’, le potentiel thermodynamique 
interne d'un fluide pourra, en vertu des égalités (43 bis), (54) et (55), 
s'écrire 
(56) # = | Sp, T) dm + Sf pt; p', rydmdn'. 
Considérons deux éléments de masses dm et dm’, dont M(x, y, 5) et 
M'(2’, y’, 5°) sont deux points, situés à une distance finie r; l’en- 
semble de ces deux éléments forme un systeme dont le potentiel ther- 
modynamique interne J est donné par l'égalité 


¥—€(p,T)dm + €'(0', T') dm'+ v(p, p', r) dm dm’ 


et l'énergie interne © par l'égalité 


ED — | se T) —7 EG, 0 | am 





+ rem -r? pr) | dm'+ (0, p',r)dmdm'. 


Si le systeme des deux éléments éprouve une modification infiniment 
petite, le dernier terme de l'expression de Eo éprouve une variation 


dv for or or or or _ oY 
SE (Geert Dore Dès + de + Seay" 5 (+5 


Ov,, 
dy Ôp + sr? am dm‘. 
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Par définition ('), le travail des actions exercées par l’élément dm’ 
sur l'élément dm a pour valeur 


x ; ; 
(57) de = — Fae or + aay + 5.32) + ta. | dmdm', 


Le travail des actions exercées par l'élément dm sur l’élément dx 
a, de méme, pour valeur 





== hy [Wels a dr OY, 
(37 bis) de =— E (3,98 + ay + 57093 ) + 031 | dm dm. 


La formule (57) nous montre que les actions de l'élément dm’ sur 
l'élément dm se composent : 
1° D'une force, dirigée de M’ vers M, ayant pour grandeur 


(58) F = — 2. d(2, p’, r) dm dm; 


2 D'une influence (?), tendant à accroitre la densité de l'élé- 
ment dm, 


(59) A = — 2. Ya, 6’, r) dm dm'. 


Les actions de l'élément dm sur l'élément dm’ se composent, d'après 
Ia formule (57 bis) : 
1° D'une force, dirigée de M vers M’, ayant pour grandeur 


(98 bis) F'— -- 2 Lio, »',r) dm dm'; 


cette force est égale et directement opposée à la force F, donnée par 
l'égalité (58); 


2° D'une influence, tendant à accroitre la densité de l'élément dm’, 


(59 bis) A — “ do, p', r)dmdm’. 


ee ee ee ee | _ _—— ee mn m nn ee ER Me ee u = ee u 


(1) Commentaire aur principes de la Thermodynamique, 1° Partie, Chap. HE, n° 2 
(Journal de Mathématiques, t. VI, p. 311; 1892). 

(2), Sur la définition de ce mot, voir Commentaire aur principes de la Thermodyna- 
mique, loc. cit. 


210 P. DUHEM. 


Les deux influences A et A’ ne sont pas nulles en général; elles ne 
disparaissent que dans le cas particulier où la fonction de, pr) 
devient indépendante de ¢ et de 5’ et où, par conséquent, elle se ré- 
duit à une fonction de la seule variable r. Si l’on pose alors 


dyır) 


ı60) Jı)=- dr ’ 





la force répulsive qui s'exerce entre les deux masses élémentaires dm, 
dm’ aura pour valeur, d'apres les formules (58) et (58 bis), 


(61) F—dmdm' f(r), 


J étant une fonction dont la forme dépend de la nature des deux fluides 
auxquels appartiennent les éléments dm, dm’. C'est dans ce cas parti- 
culier, très important, que se rangent, à titre de cas plus particuliers, 
les hypothèses faites par Newton tant sur des forces qui déterminent la 
grasüation universelle que sur les actions moléculaires ; nous nommerons 
ce cas particulier le cas de l'hypothèse newtonienne. 

Un cas plus particulier encore est celui où la fonction ‘ devient in- 
dépendante non seulement des densités ¢ et 5’, mais encore de la dis- 
tance r; dans ce cas, comme la fonction % doit, par son origine même, 
être égale à zéro pour deux particules infiniment éloignées, elle sera 
identiquement nulle; le potentiel thermodynamique interne d'une 
masse fluide prendra non plus la forme générale (56), mais la forme 


(02) 4= NE T)dm; 


deux éléments dm, dm’ du fluide, n’exerceront plus l'un sur l'autre 
aucune action; c’est le cas que nous avons étudié en détail dans un 
autre Ouvrage ('). 

Revenons maintenant au cas général auquel correspond l'égalité (56) 
et proposons-nous de chercher, dans ce cas général, les conditions 
d'équilibre du fluide. 

La première condition sera que la température ait, en tous les points 
du système, une mème valeur égale à la température des corps exté- 








(t) P. Dunes, Ardrodı namique, Élasticité, Acoustique: cours professé à la Faculté des 
Sciences de Lille en 1890-1891. Livre Il : Les corps fluides. 
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rieurs. Cette première condition nous faisant connaitre la température, 
nous pourrons ne plus faire figurer explicitement la lettre T dans l’ex- 
pression de la fonction 9(p, T). | 

Les conditions d'équilibre que nous cherchons s’obtiendront en ex- 
primant que, dans toute modification isothermique virtuelle du sys- 
teme, on a 


(63) d&.< 68, 


de. étant le travail des forces extéricures appliquées au systeme. 
A l'égard de ce dernier travail, nous supposerons qu’il puisse être 
mis sous la forme 


(64) de.— [ (X.dx + Y.ôy + Z. ès) dm 
+ S P[cos(P, xz) dr + cos(P, y) dy + cos(P, 3) 63] dS, 


la première intégrale s'étendant aux divers éléments de masse du fluide 
et la seconde aux divers éléments de la surface qui le limite; les fonc- 
tions X,, Y.. Z peuvent dépendre non seulement des coordonnées 
(æ, y, 3) de la particule dm, mais encore de sa nature, de son état, de 
sa densité. 

Nous commencerons par donner au fluide toutes les modifications 
virtuelles qui laissent invariables le volume et, partant, la densité de 
ses divers éléments. Pour ces modifications, nous traiterons la con- 
dition (63) comme nous l'avons fait dans notre Cours d’Hydrodyna- 
mique (Livre II, Chap. I, n° 1,2 et 3). Mais, dans ce cours, le poten- 
tiel thermodynamique interne était donné par l’expression (62), en 
sorte que, dans les modifications dont il s’agit, on avait 


6% == 0. 


Ici au contraire, où le potentiel thermodynamique interne est donné 
par l'égalité générale (56), on aura 


(65) ôf = 48 ff Le, p', r) dm dm". 


Pour pousser plus avant la détermination de ce terme, nous nous 
appuierons sur trois hypothèses rendues nécessaires par ce fait que la 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome X.— Juiicer 1893. 28 
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quantité ne demeure pas en général dans un rapport fini avec la 
quantité Ÿ(2,p',r), au voisinage du point r = o. 

PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — Soit M(x, y, s) un point du fluide; soit r la 
distance du point (x’, y’, 5’) au point M; soit A(z’, y’, 5’) une fonc- 
tion quelconque de (2’, y’, 5’) qui demeure finie dans le voisinage du 
point (x, y, 5); quelle que soit cette fonction, on peut toujours entourer 
le point M d'une surface S assez petite pour que l'on aut 


| fat 1) am Le; 


l'intégrale s'étend à l’espace U compris entre la surfaceS et une surface 
quelconqueS, intérieure à S et enveloppant le point M; ¢ est une quantité 
positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance. 
Faisons successivement 
or or or 
Urt. vi. 2) __ — 
(2,13) Ox’ oy” 03° 


et appliquons le théoreme fondamental de M. du Bois-Raymond; nous 
parviendrons au résultat suivant : 


Les trois intégrales 
Xi=— (um ps r) Som, 
(66) = un pm dm, 
Li =-/[5 b(p, p's DT dm' 
ont un sens alors même que le point (x, y, 3) fait partie de la masse à 


laquelle s'étendent les intégrations. 


intourons le point (x, y, s) d'une surface S et supposons que, dans 
les formules précédentes, les intégrations s'étendent seulement à la 
masse extérieure à cette surface; les intégrales prendront alors des 
valeurs X;. Y;, Z,; les composantes de la force exercée sur la parti- 
cule dm par le fluide extérieur à la surface S auront pour valeurs, 
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d'après l'égalité (58), 
X;dm, Yıdm, Z;dm. 


Si l’on suppose que la surface S, se contractant, vienne s’évanouir 
au point (2, y,5), ces quantités tendront respectivement vers les 
limites 

X,dn, Y¥;dm, Z,dm. 


C'est pourquoi nous donnerons aux quantités X,, Y,, Z;, définies par 
les égalités (66), le nom de composantes, au point (x, y, 3), de la force 
intérieure. 


DEUXIÈME HYPOTHÈSE. — On peut toujours entourer le point M d’une sur- 
face S asses petite pour que l’on ait 


0 ! . Ic. a0 
(are ram Les 


l'intégrale s'étend à l’espace U compris entre la surface S et une surface 
quelconque S’, intérieure à S et enveloppant le point M; ¢ est une quan- 
Lite positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance. 


Le théorème fondamental de M. E. du Bois-Reymond nous montre 
alors que l'intégrale 


0 , , 
(67) = [bep ram 


a un sens lors méme que le point (x, y,3) fait partie de la masse à 
laquelle s'étend l'intégration. 

Une raison analogue à celle qui nous a fait nommer les quantités X, 
Y;, Z; les composantes, au point (x, y, 3) de la force intérieure, nous 
fera nommer la quantité 4 l'influence qui tend à accroître la densité au 
point M(x, y, 5). 

Considérons la fonction 


(68) V(z, y»:)=/ V(p, p',r)dm', 


l'intégration s'étendant à la masse entière du fluide; cette fonction 


_ 


e ’ y e E 
existe assurément, car elle n'est autre chose que le produit par — de 
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la fonction W (x, y, >) définie en l'égalité (36). Au sujet de cette fonc- 
tion, nous ferons l'hypothèse suivante : 


TROISIÈME HYPOTHESE. — Sott M,(x,. Yo, 59) un point situé dans une 
région où la densité p varie d'une manière continue; on peut toujours 
entourer le point M d'une surface S asses petite pour que l'on ait 





| Vila, y, 3) — V,(ro Yo So) | Lie 
(69) MM, = 


e est une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, donnée d’avance: 
V, est défini par une égalité analogue à l'égalité (68), mais où l'intégra- 
tion s'étend seulement à l'espace intérieur à la surface S; (r,v,3) est 
n'unporte quel point de cet espace. 


Des trois hypothèses que nous venons d’énoncer, nous allons déduire 
la conséquence suivante : 


Si, au voisinage du point (x, v,3), la densité : admet des derivees 


partielles du premier ordre u » a ; = ‚ la fonction N admet, elle aussi. 
des dérivées partielles du premier ordre, et l’on a 

a =—X,— a À, 
(70) u u 


Prenons un point M, (2, Yo. 50 ) et, autour de ce point, tracons une 
surface S assez petite pour que l’inegalite (69) soit satisfaite quel que 
soit le point M(x, y, 5) à l'intérieur de cette surface. Nous prendrons 
le point M sur une parallele à l’axe des x menée par le point M,, et 
nous poserons 

x — wr, Az, 
en sorte que nous aurons a 
MM,= | Az|. 
Nous pouvons poser 


V (05 Yos So) = V:(Zos Yo Zo) + Va(To, Vos 30)» 
V (2+ Ax, Yo 50) = Vi(To + Az, Yo 50) + Vi(xo + Az, Jos 50). 


LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. 221 


la fonction V,(x, y,s) étant définie par une égalité analogue à l’ega- 
lité (68), mais où l'intégration s’étende à l’espace 2, extérieur à la 
surface S. | 

Les égalités précédentes nous donnent 


V(2z + Ax, Yo, 30) — V » Vos 5 
(71) tert Es Yor Ka) — TUE Yona) 
— Yılzar Ar, Yor 50) — Vi (to Yo: 50) 
u Ar 


+ Va(ro + Ax, Yor So) — Valo, Nos 20) 
Ax 


Or, nous avons, par hypothèse, 


(69 bis) en Ar, Vos so) — Ni ( Fo Yor 30) Le. 


La fonction V,(x,, Yo, 50) admet, par rapport à x,, une dérivée par- 
tielle du premier ordre qui peut être obtenue par la règle de la diffé- 


rentiation sous le signe fs on peut donc choisir Ax assez petit pour 
que l’on ait 


Va(to + AZ, Voy 30) — Val Lov Vos 50) {2 ' or ' 
(72) Az 71 TJ, or (Por Por) je dm 
à d | 
-— free p',r)dm'|<e. 
2 





Mais la définition même des quantités X, et A. montre que l’on peut 
toujours prendre la surface S assez petite pour que l’on ait 











0 , or , ; 

(73) Jar Yen Br) zee dm! + Xela Yor 20)) 6 
OPo d ' ! ! Po | - € 

(74) arme, Dam + 92, (ro Vos 30)|2E. 





L'égalité (71), jointe aux égalités (69 bis), (72), (73), (74). 
montre que l’on peut toujours prendre Ax assez voisin de zero et la 
surface S assez petite pour avoir 


(75) rot Aer Yor So) I NC For Yor 20) À X (rs Yan 20) + Le (Tor Yor 5) SE She, 
. 0 
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£ étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 

Comme la valeur du premier membre de l'inégalité (75) ne dépend 
en aucune façon des dimensions attribuées à la surface S, on voit que 
cette inégalité entraine l'égalité 


. Vro+ AX, Vos 30) — Vl Los Vos 5 | 0 
lim Mer ee ni je (or Yo 2 = | Xi 200.7 30) + -& (Les Jos 50) See |: 


Il suffit de supprimer l'indice zéro, désormais inutile, pour retrouver 
la première des égalités (70): les deux autres s’établissent de même. 
Calculons la quantité 


(76) I = f(X:8x + Yıöy + Zi ds + todp) dm, 


6x, oy, 63, 6p étant des fonctions continues de x, y, 3, et l'intégrale 
s'étendant à la masse fluide tout entière. 
Nous aurons évidemment 


Ov(p.p', 7) pr Nova 0 =) Ib(p, Pr), | ’ 
(77) J= en Ir ur Z + 5 y +03) + =» op dm 


dv Ô 
OY (Pop's r) 0! or AV(p, 0’, r) | ' 
- [SEE or (Dede Dar + az) + SMR ET a dm dm. 


Mais l'égalité (76) peut aussi s’écrire 
J= [(Xièz'+ Yidy' + Z; 85" + A’ dp ') dm’, 


en sorte que l’on a aussi 


Py Pe per) Or. , or, , 0r,, Ov(p, por), 
=- f fISSE (je Ox + dy oy + sue!) + + gp P p'| dm dm. 


Les égalités (76), (77), (78) montrent que l’on a 
(79) 2 (Xi x + Yiôy + Li 45 + de dp) dm 


u dY(p,p',r)fdr.. or, gr, dr |», or,, or,, 
(SI (Ga de + ay + 538 + TA PA + 558) 


OY (Pp, ps7) do + 9y(p, pr) 3) dm dn 
do i dp’ ‘ 





quels que soient oz, dy, 32, do. 
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Supposons maintenant ces quantités infiniment petites ; nous aurons 


Far mer gar ay gs OM ary OM Gg +55) 
dp Our oy IT dy J 3! 
. IV(p pyr), , AV(p PLT). ,_ à 
i dp dp + op! d0'— 0 (p,p',7), 


et l’égalité (79) deviendra 
af (Xi or + Y,dy + 4; ds + 4 Ôp) dm = — [Jf Sy, o',r)dmdm', 


ou encore, en remarquant que chacun des éléments de masse dm, dim’, 
auquel s'étend l’integration double, demeure nécessairement inva- 
riable, 


(80) X 62 + Yıöy +7,95 + dp) dm =—413 ff Ye, o', r)dmdm', 


Cette égalité, jointe à l'égalité (65), montre que, toutes les fois que 
l'on déplace les divers éléments du fluide sans faire varier la densité, 


on a | | 
OF = — / (X,;dr + Y; dy +7,63) dm. 


Les raisonnements exposes dans notre Cours d’Hydrodynamıque 
(Livre II, Chap. I,n® 1, 2et3) conduisent alors aux résultats suivants : 


Il existe une fonction I(x, y, 3), uniforme, finie et continue en tous 
les points de la masse fluide, telle que Von ait 


(81) o[(X;-+ Xe) dx + (¥;+ Ye) dy + (Z;+ Z,) dz] = dil. 


Cette fonction n'est négative en aucun point de la masse fluide. En tout 
point de la surface du fluide, on a 


; p cos(P, TL) = II cos(n;, 2), 


(82) P cos(P, 7) —IEcos(n;, y), 
P cos(P, s) = IT cos(#;, 3), 


n; élant la normale a la surface du fluide dirigée vers l'interieur du 
fluide. 


Ces résultats obtenus, nous écrirons que l'inégalité (63) doit être 
également vérifiée par une modification virtuelle dans laquelle la 
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densité varie; dans ce cas nous aurons, en vertu des égalités (56) 
et (80), 


= fF dp dm — [ (X; dx + Yidy + 7,85 + A dp) dm. 


En raisonnant comme nous l'avons fait dans notre Cours d’Hydro- 
dynamique (Livre Il, Chap. I, n° 4 ) nous trouverons que l'on doit avoir, 
en tous les points de la masse fluide, 


(83) De a+ pte. 
L'ensemble des conditions (81), (82), (83) represente l'ensemble des 
conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre de la masse fluide. 
Partageons le fluide en deux masses A et B; soit o la surface nou- 
velle qui, soit seule (fig. 3), soit avec une partie de l’ancienne surface 
terminale du fluide, limite la masse A. 


Fig. 3. 





Supprimons l'obstacle que la présence de la masse B apporte au dépla- 
cement de la masse A, SANS SUPPRIMER AUCUNE DES ACTIONS- (FORCES OU 
INFLUENCES) QUE LA MASSE B EXERCE SUR LA MASSE A. Pour parler d'une 
manière plus explicite, supprimons la masse B, de manière que la 
masse À puisse, sans déplacer aucune masse étrangère, franchir la 
surface o; mais, aux corps étrangers qui exercent déjà : 

1° Sur tout élément dm de la masse A, une force dont les compo- 
santes sont X.dm, Y.dm, Z, dm; 

2° Sur tout élément dS de la partie de la surface S qui peut confiner 
à À, une force dont les composantes sont 


P cos(P,z)dS, Pcos(P, y)dS, Pcos(P,:)4s, 


adjoignons des corps étrangers qui, sans toucher le corps A, exercent 
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3° Sur tout élément dm de A, une force dont les composantes sont 
Xi dm, Y,dm, Z,dm, X,, Y,, Z, étant définis par des égalités, analogues 
aux égalités (66), mais où les intégrations s'étendent à la masse B 
seulement; 

4° Sur tout élément dm de A, une influence dont le travail élémen- 
taire est 409 dm, 4’ étant défini par une égalité analogue à l’éga- 
lité (67), mais où l'intégration s'étend seulement à la masse B. 

En général, la masse À ne sera plus en équilibre; mais on en 
rétablira certainement l'équilibre en adjoignant aux forces extérieures 
précédentes : | 

5° Une force, appliquée à chaque élément ds de la surface 5, et avant 
pour composantes 


(34) Heos(v,;,.c)ds, Wecos(v, ¥) dz, IEcos(v;, 3) da, 


y; étant la normale à l'élément ds vers l’intérieur de la masse A. 

Ces forces sont les forces de liaison équivalentes à l'obstacle que la 
présence de la masse B apportait aux mouvements de la masse A. 

C'est pour cette raison que Il(:r, v, 5) se nomme la pression au 
point (x, ¥, 3). 

[ faudrait bien se garder de supprimer la masse B en remplaçant 
seulement les forces X, dm, Y; dm, Z;dm, que la masse B exerce sur 
chacun des éléments dm de la masse A, sans remplacer en mème temps 
l'influence 4’ dm, tendant à augmenter la densité de l'élément dm, que 
cette même masse B exerce sur l'élément dm; les pressions (84) ne 
suffiraient plus alors à rétablir l'équilibre de la masse A. 

Il ne sera permis, en général, d'opérer ainsi que dans le cas parti- 
culier où l'influence .v’ serait égale à zéro pour tout élément dm de 
la masse A. Cette condition ne sera pas généralement remplie, à 
moins que l'on n'ait 


Si cette condition est réalisée, est indépendant de >, et aussi de >’, 
car Ÿ dépend symétriquement de ¢ et de 5. C’est done seulement dans 
le cas de l'hypothèse newtonienne que l'on peut opérer de la sorte. 

A plus forte raison ne pourrait-on pas, en général, supprimer fa 
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masse B sans remplacer ni les forces ni les influences qu'elle exerce 
sur les divers éléments dm de A; les pressions (84) ne rétabliraient 
pas l'équilibre de la masse; il n’est permis d'opérer ainsi que dans le 
cas où la masse B est sans action sur la masse A. Ce cas, où la fonc- 
tion Ÿ est égale à zero, et où, par conséquent, toutes les actions inte- 
rieures disparaissent, est celui que nous avons traité en détail dans 
notre Cours d Hydrodynamique. 

Dans un fluide dont les éléments n’exercent les uns sur les autres 
aucune action, ou bien encore dans un fluide dont les éléments exercent 
les uns sur les autres une action soumise à l'hypothèse newtonienne, 
on a A = 0, et l’équation (83) devient 

ae)... 

de ? 

en sorte que la densité en un point est, pour un fluide déterminé, une 
fonction de la seule pression au même point; mais ce théorème n’a pas 
lieu dans le cas général; en dehors du cas de l'hypothèse newtonienne, 
la densité du fluide en un point ne dépend pas seulement de la pression 
en ce point. Cette proposition, qui limite à un cas particulier une loi 
que presque tous les physiciens regardent comme universelle, nous 
parait mériter l'attention ('). 

Supposons que les forces extérieures X.. Y., Z. admettent une 
fonction potentielle U; nous aurons 


X.dr + Y.dy + 4,4: + dU = o. 
D'autre part, les égalités (70) donnent 
Xidz + Y;dy + Z;ds + dV +: dp =o. 


Si l'on désigne par 
Hr 2_V-HLl 
la fonction potentielle totale de toutes les forces, tant exterieures 
qu'intérieures, qui agissent sur les éléments fluides, les deux égalités 
précédentes donneront l'égalité 
Xe No de + (Ye Yo) dy + (Le Li) ds + dQ + ab dp — 0. 


(1) P. Dunes, Leçons sur l'Électricité et le Magnétisme, t. 1, p. 355, 359. 
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Cette égalité, jointe à l'égalité (81), devient 
(86) op dS + wp do + dil=o. 

Les surfaces d’égale pression auront pour équation différentielle 


dQ + ale do oO, 
ou bien 


98,8) the (2% 49) 02 A 
(Seth ge) ae + (D + dy + (Go + uot) de = 0. 


u 


En vertu des égalités (70) cette égalité devient 
(85 bis) (X,+ X.) dir + (Y,;+ Y.) dy + (Z;+ Z,)ds= 0. 


Cette équation nous montre qu'une surface d’egale pression est nor- 
male en chaque point à la force. tant intérieure qu'extérieure. qui agit 
en ce point. 

D’autre part, l’égalité (83), différentiée, donne 


dt(p) BE(p) , 
p E le + 6 | do — 240 dp — p? dA, — dil = 0 





ou, en posant 


_( I. „#3 
(86) 8(b) =f E do + p | do, 
(87) p[dO(o) — 24 do -- pdX]— dll — o. 


. Ajoutons membre à membre les égalités (85) et (87), et divisons 
par p les deux membres de légalité obtenue, nous trouverons 


AQ — d(o-b) + d8(p) — 0. 
Cette égalité s'intègre immédiatement et donne 
(88) Q — ph + 8(p) = const. 
Dans le cas de ’hypothese newtonienne, on a 
À = 0, 
en sorte que l'équation précédente se réduit à 


Q + 6(0) = const. 
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Il en résulte que les deux équations 


2= const., p = const. 


définissent la même famille de surfaces; mais cela n’a pas lieu, en 
général, lorsque l'hypothèse newtonienne n’est plus vérifiée. 

Ainsi, hors de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équipotentielles ne 
coincident pas, en general, avec les surfaces d’egale densité. 

Dans le cas de l’hypothese newtonienne, l'équation (85) se réduit à 


pdQ + dil =o. 


Elle nous apprend que l'égalité dIT = o entraine l'égalité dQ = o et 
inversement, en sorte que les surfaces équipotentielles sont en méme 
temps surfaces d’égale pression. Mais, lorsque « est différent de zero, 
n'en peut être de même, car il faudrait que l'égalité do = o eût lieu 
en même temps que les deux précédentes, ce que nous savons être im- 
possible; ainsi, Aors le cas de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équi- 
potentielles ne sont pas surfaces d’egale pression. 

Donc dans le probleme general de l'Iydrostatique, les trois familles de 


surfaces 
$2 == const., p=const., k= const. 


sont essentiellement distinctes; pour que deux de ces familles se confon- 
dent en une seule, il faut que l'hypothèse newtonienne soit vérifiée ; mais, 
dans ce cas, elles se confondent toutes trois en une seule famille. 

Ces divers résultats montrent quelles précautions minuticuses on 
devra prendre lorsqu'on voudra étudier l'équilibre d’une masse fluide 
dont les divers éléments exercent les uns sur les autres des actions 
non soumises à l'hypothèse newtonienne. 

Il est un problème de Mécanique céleste auquel il y aurait lieu d’ap- 
pliquer les remarques précédentes; M. Faye, pour expliquer la forme 
de la queue des cometes, a imaginé de remplacer la loi de la gravita- 
tion universelle par la lot suivante : Entre deux particules de masses 
dm, dm’, de densités p et >’, situées à la distance r, s’exercerail une 
force répulsive 

dm dm! 


(89) F— a [5(p, o')—h], 
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K étant une constante positive, le coefficient de l’attraction universelle, 
et 9(9, 2’) une fonction toujours positive, sensiblement égale à zéro 
lorsque les densités ct p’ ne sont pas très faibles, mais prenant une 
valeur notable lorsqu'une de ces densités devient comparable à la den- 
site des gaz qui forment la queue d'une comète. 


L'égalité 
d'b(e,p',r) _K—9(p,p') 
or — yt 
nous donne 
d(p,p)—K ' 
Yip, ply nr) == PPI + (psp. 


D'ailleurs, comme la fonction Ÿ doit tendre vers zéro lorsque r croit 
au delà de toute limite, on aura 


g(o, p)=v 


et, par conséquent, 


(90) Yay ply ry = ee 


Cette fonction vérifie bien les diverses hypothèses que nous avons 
admises au sujet de la fonction Ÿ et des diverses autres fonctions que 
l'on peut former avec eclle-là. 

I, influence que nous avons désignée par A [égalité (59)] aura 
pour valeur 


o')dmdm'. 


1 0 
(91) À = — Oe (Ps 


/ 


La quantité 4 [égalité (67)| aura pour valeur 


(no, 0! 
(92) Lo [ IE am. 


r 0 


L'équation des surfaces équipotentielles s'obtiendra en écrivant que 
l'on a 


(93) a: | ~[5(9, 9) — K]dm'= const. 


L'équation des surfaces d’egale densité s’obtiendra, d'après l'éga- 
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lité (88), en écrivant que l’on a 
(94) Q—pd= f :[o(e. pl) + pk) —K | dm'= const. 


L’equation différentielle des surfaces d’egale pression sera, en vertu 
de l’egalite (85), 
AQ + :% do = O 


ou bien, en vertu de l'égalité (85 bis) et des égalités (66), 


(95) dx {[8(p, p)—K]—— dm 





v'— y 
: X J dm’ 


+ dy | [(p, p'}—K] 





+ ds ‘J LA, p')—K] —— dm'= 0. 


On voit bien que ces trois familles de surfaces, définies par les éga- 
lités (93). (94) et (95), sont essentiellement distinctes. 

Ces diverses remarques ne doivent pas être oubliées, si l’on veut, 
avec E. Roche et M. Resal ('), déduire de la considération de sembla- 
bles forces la figure de la queue des comètes. 

Ces considérations montrent l'intérêt qui s'attache à la conception 
nouvelle d'influence, qui doit prendre place à côté de la notion de 
force, dans l'étude des actions mutuelles des corps. 


—— -. —— - __— a — — —— — — — — — oo. u. — — m | u 


(1) E. Resa, Traité élémentaire de Mécanique céleste, 2° édition (Chapitre VI, § 2). 
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D'UNE RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE, 


Par M. ELLIOT, 
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[. 


Equations de Lagrange et systéme canonique. 


1. Les équations différentielles du mouvement d’un point libre de 
masse égale à l’unité, sollicité par des forces dérivant d’un potentiel U 
que nous supposerons dépendre seulement des coordonnées du point 
matériel, et, en outre, soumis à une résistance proportionnelle à la 
vitesse, dirigée en sens inverse de la direction de la vitesse, sont 


a? x; 


dr, OU 
() de = 


An (e=1, 2, 3). 


Cherchons ce que deviennent ces équations par le changement de 
variables 
(2) i= Pil Gis 99 Gas 


où les 9, ne contiennent pas le temps. D'après la méthode générale de 
Lagrange, on ajoutera les équations (1), après les avoir multipliées par 





do; . . 
——;, on aura ainsi 
04h 
dx; Vo; an dz; 09; __ au 09; 
(3) D dt? a tk x Ogn “ah OL; dan 


et l’on sait qu’en posant 


Tiré tory + ri), 
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le premier terme de l'expression (3) se transforme en 


d (57 OT. 


dt \og, / dan 


Quant au second terme, en utilisant l'identité bien connue 


ds; — Ou; 
‚In In 

on voit Immédiatement qu'il a pour expression sa en sorte que les 

équations (1) deviennent ° 

d'{0T T OT vu 

4657 \ + ka an Mn. 

Si le point est assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe 
donnée, nous pouvons supposer que les équations (2) représentent 
cette surface ou cette courbe, à condition de supprimer la variable g, 
dans le premier cas, les variables q,, g, dans le second cas. Les équa- 
tions (1) ne sont plus celles du mouvement, et on doit les compléter 
en ajoutant dans les seconds membres les composantes de la réaction: 
mais, cette réaction étant dirigée suivant la normale à la surface ou 
suivant une normale à la courbe (‘), les termes complémentaires dis- 
paraitront dans la combinaison que nous avons faite des équations (1). 
Les équations (4) au nombre de deux conviendront donc au mouve- 
ment d’un point sur une surface et détermineront les deux paramètres 
q, et q, en fonction du temps. Dans le cas du mouvement sur une 
courbe, il n’y aura qu'une équation (4) qui définira le paramètre g,. 

AN 


2. Proposons-nous maintenant de ramener les équations (3) à la 
forme canonique, c’est-à-dire de faire un changement de variables tel 
que ces équations coincident avec celles des caractéristiques d’une 
équation aux dérivées partielles dont il suffira, d'après la méthode de 
Jacobi, de trouver une intégrale complète pour écrire les équations 
finies du mouvement. 


——_ 2 _— — = — a —— 


(1) On voit que, dans notre hypothèse, la resistance ne provient pas d'un frottement tel 
qu'on l’admet habituellement do la part de la surface ou de la courbe. On peut supposer 
que cette résistance est due au milieu. la surface ou la courbe étant parfaitement polie. 
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Pour cela, nous substituerons aux variables g, de nouvelles va- 


riables p, définies par 
OF 


La transformation se fera immédiatement dans le premier et le second 
terme de l'équation (4), et le second membre n’est pas modifié. Pour 


transformer le terme remarquons que T qui est primitivement une 


fonction des g, et g, devient une fonction des g,, p, et de ¢. Afin d’e- 
viter toute confusion, entourons provisoirement d’un crochet les dé- 
rivées partielles relatives à ce dernier système de variables. En expri- 
mant dans les deux systèmes la différentielle totale de T, on aura 


. oT oT, , _ aT oT 
> Am 2 2m [A] [HE 


La fonction T étant homogene et du second degré par rapport aux g,, 


on aura 
2T = DCE 0g’, 7; 
par suite, en prenant la differentielle totale 
oT Sr ’ oT ' , —k 
TE Big, + Ltn? og, = Laz: 0qh + Zone Nip 


L'identité (5) devient, en remplaçant le second terme du premier 
membre par sa valeur tirée de la dernière relation 


aT ee. ep et aT aT 
Zion 40+ 297 — Zande p= Za | m+ Ql a + [Ge fe 


Remplacant enfin la différentielle ÔT par son expression relative au 
nouveau systeme de variables, on aura 


OT oT oT 
Z [+ Eole [Se] 
=— =- N, ~ 891 + Zn 6p, — ke*töt D Par 


A 
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En identifiant les coefficients de 6g, et dp, dans les deux membres, 
nous aurons les relations 


oT oT oT 
6 oF ot mg —| 2" |. 
19 Ôqn EL In | Ss | 


Les équations (4) deviennent, en supprimant les crochets désormais 
inutiles 

d 

a (e-*!p,) + ke-**p, + — = — 


ou, en simplifiant, 
d T—U 
(7) — —__ OCT —U), 


09h 


La seconde équation (6) peut s’écrire, en remarquant que U ne dépend 
pas des p, 
(8) dqn — er O(T — U) . 


dt OPh 


Les équations (7) et (8) forment un système canonique. Appe- 
lons n le nombre des variables g; n aura la valeur 3 pour le mouve- 
ment d’un point libre, les valeurs 2 ou 1 quand le point doit rester 
sur une surface ou une courbe. Considérons l'équation aux dérivées 
partielles 

OV 


LA kT — 
FT +e*(T—U), 


où les g, ont été exprimés au moyen des p,, et où les p, eux-mêmes 
OV , ; ; . 
sont supposés remplacés par dax Cette équation est à n + 1 variables 
h 
indépendantes ¢, q,, Jo, -.-, Yn et ne contient pas la fonction V. 
Abstraction faite d’une constante additive, une intégrale complete 
contient r constantes arbitraires €,, €,,.-., &,, et si l’on a trouvé une 
telle intégrale | 
V(t, gi -..s Qns Ets + +9 En) 


les g, seront déterminés en fonction de ¢ par les équations 


OV 


— = € UZ1,2,...,2 
UE; i ( 9 “9 ’ )» 


où les e’ désignent de nouvelles constantes arbitraires. 
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3. Dans ce qui précède, la fonction U n’est déterminée qu'à une 
constante additive près. On peut vérifier directement que, si l'on 
ajoutait à U une constante quelconque 4, cette addition ne modifierait 
en rien les équations du mouvement. 

Prenons le cas d’un point libre, et rapportons le mouvement à trois 
axes rectangulaires. On a 


T=t(ri+zi + xs). 


En introduisant les variables canoniques p, = e“x,, on trouve l’équa- 
tion aux dérivées partielles 


OV, gg (OV? OV? OV) un 
x 2° (Sur + Set + as) e"U=o. 
Posons V = e“W, où W est supposé dépendre seulement de x,, x2, 2; 
on a, pour déterminer W, l'équation 
OW? OW: AW: 


ox? ox? + ggr + 2kW— a0 =o. 








(9) 


Si l’on connait une intégrale complete W(æx,, æa, 5, &,, Eg, &,), Il ré- 
sulte de la transformation précédente que les équations du mouve- 
ment sont 


€; ((=1,2,3). 


Or la constante A qui entre dans U peut être modifiée à volonté en 
ajoutant à la fonction W de l’équation (9) une constante arbitraire, et 
cette dernière n’a évidemment aucune influence sur les équations du 
mouvement qui viennent d’être écrites. La même remarque s’applique 
sans modification dans le cas d’un mouvement sur une surface ou une 
courbe. 


4. Mouvement sur une surface. — Supposons l’element linéaire de 
la surface représenté sous la forme habituelle 


ds*— E du*+ 2F du dv + G dv’, 


où E, F, G sont des fonctions connues des deux paramètres u et v. 


Dans la fonction 
T= ,(Eu?+ 2Fu'v'+ Go"), 
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il faut introduire les variables canoniques en posant 

Eu’ + Fe’ = pe-**, 

Fu'+ Ge’= qe". 
On en déduit 

T=! G p?— 2Fpq+ Eq’ onthe. 
2 EG — F? 

L’équation aux dérivées partielles dont il s’agit d'avoir une intégrale 
complete est 


GO _ pV av | pave 
OV ,, _,, Oui du ov ‘oe hr. 
(10) PTS LA EG —F — eHC =o. 


Elle est à trois variables indépendantes; en posant, comme précédem- 
ment, V= e“W, elle se transforme en une autre à deux variables 
indépendantes, mais renfermant la fonction inconnue 


ow? OW OW oW? 
G—-, —23F—- — +E — 
du? du dv ov? 
(11) — EG — F7 +2kW—2U =o. 


Une intégrale complete de l'équation (10) avec deux constantes ¢, e, 
donne u et v en fonction de ¢ par les formules 

vi, W_, 

de un de, cr 
Une intégrale complete de l’équation (11) donne u et ¢ par les for- 
mules 
ow _ , ow _, 


= 8, ekt__ — 6. 


aoe 
Oe de, 


5. Mouvement sur une courbe. — Si l’element linéaire de la courbe 
est représenté par la formule ds? = E du?, où E est une fonction con- 
nue du paramètre u, on trouvera de la même façon l'équation aux dé- 
rivées partielles 

OV et OV? 


— _ 7 OK — 
ot aE ge * U—o, 


ou, en posant V = e“W, 


1 dW? 


(12) E du + 2kW- 2U=0, 
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rithmique avec une attraction du pôle proportionnelle à la distance, 
en admettant toujours une résistance proportionnelle à la vitesse. 
M. Appell (') a indiqué, relativement aux équations de la forme 


(a) cr =y’+y’o(x), 


un certain nombre de cas d’intégrabilité, soit qu'on puisse effectuer 
l'intégration au moyen de quadratures, soit qu’on ramène l'intégration 
à celle d’une équation de Riccati. Il a résumé les plus simples dans les 
quatre formules suivantes 


PCR) = Fa pir)=ae, 9(x)=az, 9(2) =<. 


Le changement de fonction y = ; et un changement de variable facile 


à établir ramène l’équation (a) à la forme (4). 
a 


Vx 


f(x) = b( x2 — xp)? ou plus simplement f(x) = bz’. 


L'hypothèse 9 (x) = — répond au cas déjà examiné où 


L'hypothèse o(x) = ae* correspond à f(x) = bix. La force qui sol- 
licite le mobile varie en raison inverse de la distance. L’équation (4) 
est | 

dé —— Ik + db. 
dx zo 
Le changement de fonction 0 = 0, — &a la transforme en l'équation 
intégrable 
dz _x(4— ka) 
do, »b 
Nous verrons un peu plus loin que, quand la force varie en raison in- 
verse de la distance, la méthode de Jacobi permet d’écrire les équa- 
tions du mouvement pour un point qui reste dans un plan. Le pro- 
bleme actuel en est un cas particulier. 
Lorsque 9(x)=az, on trouve aisément f(x) = bÿx. La force 


(1) Journal de Mathématiques, t. V; 1889. 
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varie en raison inverse de la racine carrée de la distance. L’équa- 


tion (4) est alors 
dé 


=—k+ 81 
dr ava 0 
Introduisant, au lieu de 9 et x, une nouvelle variable x, et une nou- 
velle fonction 6, définies par les relations 


= x, — kz, æ = 6, 
l'équation se transforme en l'équation de Riccati 


dd, _ : 
dx, ki. 


Enfin à l'hypothèse 9( 2) = = répond f(a) = 2. La force varie en 
raison inverse du carré de la distance. L’équation (4) est 
dé b 1 
da 5% 


Faisons encore un changement de variable et de fonction défini par 


les formules 
6? 


6—6,—kaz, aut 


qui traduisent, comme dans les deux cas précédents, la méthode d’in- 
tégration de M. Appell. On obtient l’equation de Riccati 


db, 2br +0 _ 
dz, ak ne 


Mouvement dans un plan. 


7. Supposons d’abord que le point soit soumis de la part d’un point 
fixe que nous prendrons comme origine à une attraction ou répulsion 
fonction de la distance. En faisant sur les équations du mouvement 


ax „gr _ OU 
; \ a + dt — dx’ 
(9) | 22 dy _ oU 
an "dt ~ Oy’ 
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la combinaison qui donne le théorème des aires quand # = o, on aura, 





uisque æ U — + WU 
puisque Oy Ir 


e 


est identiquement nul, l'intégrale 


ou C est une constante arbitraire. En coordonnées polaires r, 9, cette 
intégrale sera 


(6) r2d5 = Ce-ftdt. 


En se servant de cette intégrale, on peut ramener le problème à 
l'intégration d'une équation du second ordre. Multiplions les équa- 
tions (5) respectivement par a et y et ajoutons-les. On aura 


Mr d'y OU AU — &( dx _ a) 


d' — yo ra + Ys r Ly 
de + de Or": dy dt‘: dt 


Remplacons le premier membre par sa valeur tirée de l'identité que 
l'on obtient en différentiant par rapport à / 


CCE 
dt Yu TE 


Remarquons que U = /(r) donne 


al gu, 
Lx "9 — JU). 


Nous obtenons ainsi l’équation 


dr d9? dr 
a pe ep ftp) Pp LE 
er rn =") Ar 


qui devient, en vertu de l'intégrale (6), 


dr dr C? 
- ak Pr) — 1. ett = 0, 
(7) dt? + dt S ( ) ps e O 
Si l’on a intégré cette dernière équation, l'intégrale (6) donnera 8 en 
Ann, de l'Éc. Normale. 3* Serie. Tome X. — Aotr 1893. 31 
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fonction de / par une quadrature, et le probleme sera complètement 
résolu. 

On voit que cette équation ne differe que par le dernier terme de 
celle quia été obtenue dans le cas du mouvement sur une ligne droite. 
On retrouve ce cas particulier en supposant que la constante C est 
nulle. 

Appliquons maintenant la méthode de Jacobi. Il faut trouver une 
intégrale avec deux constantes arbitraires de l’équation 


OV .[ONV? OV? 
— + pe (SS + 5) — e* f(r) =O, 


ou en coordonnées polaires 


OV ov? ov? 
Sekt __ 2 a kl yp? —— 
2r*eñt AT; rt 2e “tr f(r) + 963 


= O. 
Cette équation peut être satisfaite en posant V = C0 + V,, où V,ne 
dépend que de ret ¢. Il suffira donc de trouver une intégrale avec une 
constante arbitraire non additive de l'équation 


OV; OV? ¢? 


U) lek ~ \ _ pk — 
(8) Jr tie (+) e“tf(r) = 0. 


4 





Si l’on a trouvé une intégrale de cette équation V, (7, £, C, e) avec une 
constante arbitraire &, on conclura de la relation qui lie V à V, que les 
intégrales du mouvement sont 


Vi 

de 
OV, 

Te = 


e et 0, étant deux nouvelles constantes arbitraires. La premiere de 
ces deux équations, qui ne contient pas la variable 0, est l'intégrale 
générale de l’équation (7), comme on peut le vérifier, si on le veut, 
par la méthode suivie dans tous les cas analogues en Mécanique. 
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8. L’equation (8), dont dépend toute la solution du probleme, peut 
être ramenée par le changement de variable e = Az, à celle-ci : 
dV OV, Et f(r) 


—— —2 — — 2 
or: vt, TA kre? 





= oO. 


Cherchons si, pour une détermination convenable de la fonc- 
tion f(r), l'équation précédente peut admettre une intégrale du pre- 
mier degré. Pour la commodité du calcul, appelons un moment z et y 
les variables r et ¢,, et représentons par p ct q les dérivées partielles 
de la fonction V,. L’équation aux dérivées partielles s'écrit 





F = p?—2q+2A=0, A= 
Pour qu'elle admette l'intégrale 
Pzap+dyty=s, 


où +, 3, y sont des fonctions de x et y, et e une constante arbitraire, 
il faut que l’on ait identiquement (F, D) =o, en tenant compte de 
F = o, c'est-à-dire 


03 


dx y TT Oy 7 dr: — Oy 0. 
Remplacons g par;p?+ Act égalons à zéro les coefficients des diverses 
puissances de p. On voit d'abord que 8 doit ètre une fonction Y de y 
seulement; on aura ensuite les conditions 

dy da OA LOA a: 


_ 1 F1 ___ I ____L— —__ 7 7 21 A 
1Y =, fr = 0, TIRE TUE + Oy 


Ox 
Ow 


= 0. 


où Y,et Y, désignent deux nouvelles fonctions arbitraires de y. 
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La dernière équation donne alors, pour déterminer A, l'équation 

aux dérivées partielles 
Gav'+ Y,) 2 Ay fA y AE TYE eV + Yi 0. 
i dx dy 2 

Pour nous borner, dans l'intégration de cette équation, à ce qui est 
relatif à notre probleme de Mécanique, nous allons chercher si elle 
peut être satisfaite en déterminant convenablement f(z) dans la fonc- 
tion 





Le coefficient de C? doit être nul après que l'on a fait cette substitu- 
tion de A, car la fonction /(x) que nous cherchons doit être indépen- 
dante de C. Cela donne Y, = o. La fonction f(x) doit donc satisfaire 
a l'équation 


! 


Y 4 ? ys 
iy 2Y fe ) — TU LS) +2/(2)] + La YT+ Y,= 0. 
Prenons Y = y", où m est une constante quelconque; on voit alors 
que les variables x et y se séparent dans notre équation qui peut s’é- 
crire 


2 f(x) 


a a Le fe) + af (2) + Emme —1)(m = 2) t+ PM Y = 0. 


On doit donc avoir, en désignant par a une constante, 











, lim _ aka 
(9) | 7 (x)+2— — À f(x) — L(m—i1)(m—2)Atx + —— mx = 
| yr’YyY,=-—a. 
On en déduit par l’integration 
— ka 1 kr J b om 
f(z) =— ES +tım(m-—2) z’+bx 
Y=— 7 PS + Qs, 


nm — 2° 
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b et a, désignant de nouvelles constantes arbitraires. On peut, du 
reste, supposer a = 0, puisque notre probleme ne dépend que de la 
dérivée de la fonction /(x). En nous rappelant la signification de 
la variable x, nous voyons donc qu'il y aura une intégrale du premier 
degré, si la fonction des forces est une fonction de la distance du mo- 
bile à un centre fixe définie par l'expression 


2(2— mi 
f(x) = Àim(m—2)#x + br ™ 

L'hypothèse 6 = o correspond à une force qui varie en raison directe 
de la distance dont l'intensité à l'unité de distance peut être choisie à 
volonté, à cause de l'arbitraire 7. Mais, dans ce cas, les équations dif- 
férentielles du mouvement s’integrent immédiatement. | 

Les résultats précédents comprennent en particulier un cas intéres- 


sant quand on suppose 77 = 2. Les équations (9) deviennent 


, ka ” 
Jr) + m — 0, Y,= — 


Swe J RQ 


On en conclut 
f(z) =— Fala, Y¥:—— aly. 


Il y a donc une intégrale du premier degré lorsque la force varie en 
raison inverse de la distance. Achevons complètement l'intégration 
dans ce cas. L’équation 


(10) 1g _@ 2alu 
p q zit ya —° 


admet une intégrale du premier degré. Ona ici 


L'intégrale du premier degré est 


yt 
(11) zyp+ yq+——aly =e. 


246 ELLIOT. 


L’élimination de g entre les équations (10) et (11) donne 


2 
yp’-+ 2zrpr Ce —2al2 raz. 
On en tire 
po Sat y/rerrad ch, 
et l'on en conclut pour g l'expression 
l 2 ~ ÿ° 
Vaan an -5 +5 ae +2all — C2. 


On apercoit immédiatement l’integrale qui est 


2 | 
-Iraf%y- Es fy/re—2al2 0 Za (2). 
Y J J ay Jy r Y 


Revenons maintenant aux variables primitives r et ¢. 
L’équation (8) du n° 7 


OV .{aV?" C | 
Ir er ( + =) + kae*'ir=o 


admet Pintégrale 





. TT Tr 
— keert+ ak? J (At + Ines — garrett [1/26 —2alu — du, 
où l’on a posé 
(12) u—krekt, 


Le deuxième et le troisième terme ne donneront aucun résultat quand 
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On peut faire disparaître la fonction inconnue par le procédé ordi- 
naire. Soit T(r,9,W)—o une intégrale quelconque de l'équation 
précédente; la fonction T satisfait à l'équation 

‚NM oT? 


r +ar[kw fr) 2 + = 
dr: WT 0B 





On peut la vérifier en posant T=A9 + T,, où T, ne dépend que des 
deux variables ret W, A étant une constante. L’équation en T, est 


2 2 
pi + 2 EN CT] SE + h?— 0. 


Avec les notations habituelles, et en désignant par x et y les variables 
ret W, cette dernière équation s'écrit 


2 
p+ afhy —S(a)lg'+ À =o. 


Le problème revient à une recherche de lignes géodésiques; mais il 
paraît difficile de mettre en évidence des cas d'intégrabilité de l’equa- 
tion précédente. 


10. Reprenons maintenant le problème du mouvement dans un 
plan, mais sans supposer que la force qui sollicite le mobile est une 
fonction de la distance à un centre fixe. Il faut, d'après ce quia été vu 
au n® 4, trouver une intégrale complète de l'équation aux dérivées 
partielles 


(12) F=p+¢+2ks—2U=0, 


s désignant la fonction inconnue. Il est naturel de chercher si l'équa- 
tion peut admettre l'intégrale du premier degré 


D—ap+5$q+s+y—=0C, 


où nous supposons que 2, 8, y sont des fonctions de x et y et que C 
est une constante arbitraire. I] faut exprimer ici que l’on a [F, ®] — 0, 
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et cette dernière équation, qui ne contient pas s, doit être vérifiée 
identiquement, quels que soient p, g, x, y. La condition développée 
donne 


(ri A 03 +P) +6 a 05 N) 
PVP an "Tg ox TP (PS Toy Toy 49 


ll) 


On devra donc avoir 


92 +1==0 95 + = =0, 5 +1=0 
Ox , Ox 5 . 
OY OY pa _ on 
9% kazo, dy k3 =0, +85, = 
Pour que la fonction y existe, il faut que l'on ait 22 oe - En rappro- 


ay — 
chant cette condition de la deuxième, on voit que i et 8 doivent étre 


nulles. En désignant par a et b des constantes, on doit avoir 
k 2 > 
az:a-—- X, B=b--y, Y=— 5 (P+ y?) + hax + kby. 


La fonction U doit satisfaire a l’equation 


U au 
(a — 2) 5 | +O Gy 2 O, 


On peut maintenant, par un simple transport des axes, supposer 
nulles les constantes a et b. La fonction U doit être alors homogène et 
du degré zéro. Ainsi l'équation 
(14) prt gi+aks—af(Z) =o 
admet l'intégrale du premier degré 


(19) pa+gy—s+ +) =C. 


La fonction U est fonction de l'angle 0 en coordonnées polaires. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Act 1893. 32 
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La force qui sollicite le mobile est toujours perpendiculaire au rayon 
vecteur. 
En résolvant les équations (14) et (15), on aura 











où 


A k 2 
R - vate) (2) ~ | c— iat +) | + kate y’)s als - 5. 


La recherche d'une intégrale complète revient à l'intégration de 
l'équation aux différentielles totales 


ds ::p dx + q dy. 
Pour effectuer cette intégration, posons 
x: rcosg, ym=rsin®, f:tang6) -- F(9). 
L’équation a intégrer est 
dr 


ds:=(3+€C)-; —ykrdr =. VR dé, 


où l’on a maintenant 


16 


R.- 27? F(9).-(G- !hrt}e. Arts -- 203 - 3°, 


Faisant d'abord Vintégration par rapport à s, et désignant par ®(6) 
la constante d'intégration, on aura 
s-r®(9, -C !kr:. 


Il faut maintenant exprimer que le carré de = est égal à R. En fai- 


sant ce calcul, on constate, comme cela doit être, que r disparait, et la 
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fonction ® se trouve déterminée par l'équation 


(16) D + D aF + 2kC. 


Ces résultats s’appliquent encore lorsque # = 0, c'est-à-dire quand 
il n’y a pas de résistance. La difficulté analytique est la même; elle 
consiste dans l’intégration de l’équation (16). C'est à cette équation 
que l’on ramène la recherche des lignes géodésiques des surfaces spi- 
rales; on ne sait l'intégrer que dans un nombre très restreint de cas. 
Je me propose d'indiquer, dans une autre occasion, quelques formes 
de la fonction F, pour lesquelles l'intégrale peut être exprimée sous 
forme finie. 

Si l'on veut que le probleme de Mécanique, comportant une resis- 
tance proportionnelle à la vitesse, se résolve par des quadratures, il 
faudra que l'équation (16) s'intègre quelle que soit la constante arbi- 
traire qu'on ajoute à la fonction F, et cette condition rendra plus rares 
encore les cas d'intégrabilité. 


11. Lorsque le mobile est assujetti à rester sur une surface dévelop- 
pable et qu'il n’y a pas de force autre que la résistance, on peut tou- 
jours trouver les équations finies du mouvement. On sait que l'on 
peut déterminer deux variables u et ¢, telles que l’élément linéaire de 


la surface soit 
ds’: = du? + de?. 


L'équation aux dérivées partielles 


2 2 
Au + ae +okW _o 





admet une solution de la forme 
W = f(u)+o9(e), 
les fonctions f et 9 étant déterminées par les équations différentielles 


df? do’ 
— kf = —"— + KG IZO;5 
amt? /=o, ky:=0; 
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onentire 
k k , 
J=-zture), = Ziv te). 


On en conclut que u et ¢ sont donnés en fonction du temps par les 


relations 
urezeertt, + zeett, 


avec les quatre constantes arbitraires €, €’, &,, €,. 
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Je prends, comme point de départ, la définition des fonctions hy- 
perelliptiques, aussi élégante que générale, que l’on doit à M. Weier- 
strass, et j'en tire immédiatement, au moyen des identités (3; ) qui 
expriment les différentielles da,,, par les p, et v,, le théorème que les 
quinze fonctions hyperelliptiques de première espèce sont propor- 
tionnelles aux quinze éléments an, Pr, 6, (n° Let 2). Des deux sens, 
en lesquels ce théorème fécond s'emploie, je ne fais usage, dans ce 
Mémoire, que d’un seul (n° 3). 

En désignant par 7,, ©, les facteurs algébriques des quantités p,, v,, 
je déduis, dudit théorème, d’abord les relations linéaires entre a,,,, 
Fr O4; puis j'exprime les carrés a,,,, 7, @, les uns par les autres 
et j'établis, enfin, les relations entre les carrés et les produits de ces 
carrés (n° 4, 5, 6). 

Pour comprendre d’une façon synoptique et simple ces dernières 
relations, je remplace les fonctions a°,,, =, &; par les fonctions 
qij(t J = 1, 2, 3, 4), et je montre que ces seize fonctions, arrangées 
comme il suit 

Iı sis sis Im 
Id» Yass Gars rues 
Jiss Joss uso Gauss 
res Jase ass Im 


forment les seize coefficients d’une substitution orthogonale à déter- 
minant positif. En empruntant, d'ailleurs, pour cet arrangement, de la 
théorie des déterminants, la notion de mineur, je montre, de plus, 
que chaque fonction g;; s'exprime d’une façon linéaire par les trois 
fonctions telles qu’elles sont placées dans les trois lignes ou dans les 
trois colonnes du mineuradjoint. Les neufconstantesa,,(m,n=1,2,3), 
qui entrent dans ces relations linéaires, forment elles-mêmes les neuf 
coefficients d’une substitution orthogonale à déterminant + t, et s’ex- 
priment, au moyen des cinq constantes a,(p =~ x, B, y, 6, e) dont de- 
pendent les fonctions hyperelliptiques, par les valeurs particulières 
que prennent les fonctions g;;, si l’on égale leurs arguments à deux 
constantes a, (n” 7 et 8). 

Aux relations que je viens de caractériser, je donne le nom de 
relations rosenhaineennes, et j’en déduis d’autres, que j appelle reda- 
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algébriques très nombreuses, dont on déduit les relations prélimi- 
naires directement de la définition proposée. 
En effet, au moyen des identités 


(By)+ (ya)+ (aß)=o, 
Ga(By) + ag(ya) + ay(aB)=0, 
ax(By) + ag (ya) + a} (a8) =— (aß) (By) (ya), 


où (By), (ya), (aß) désignent les différences ag — a,, a, — ay, a, — Ag, 
on tire immédiatement les relations 


(1) (By) Pa + (ya) PE + (a8) P} =— (aß) (By) (ya), 

(2) (By) Pas+ (ya) Pés+ (aß) Pis — Ao(aB) (By) (ya) (de), 
(3) (By) Pa Pas + (ya) Pg Pgs + (a8) Py Pa=o, 

(4) (By) Pas Pas + (ya) Pee Pgs + (aß) Pye Pys — 0; 


et de méme on déduit, de la définition des fonctions hyperelliptiques, 
les équations 


(9) Pag Pye — Paz Pys = — Ao( By) (de) Pa, 
(6) Pg Py. — Py Pa: = (By) Pas, 
(7) Pas Pes — Pae Pepe == — A,(¢e) P. Pg. 


A ces formules bien connues (') et à celles qui en découlent par 
des changements des indices, on peut donner une forme très simple, 
si l’on introduit (7) les neuf coefficients a,,,(m, r — 1, 2, 3) d’une 
substitution orthogonale à déterminant + 1. 

En effet, si l’on désigne par e,, e,, e,, e’, e” des unités positives ou 
négatives, liées par la condition 


eyesezse e = +1, 


—  — a ne MU ee 








(!) Voir WEIERSTRASS, Theorie der Abelschen Functionen, § 3 (Journal de Crelle, 
t. LIT, p. 318-399). 


(2) Voir WEBER, Anwendung der Thetafunctionen zweier Veränderlicher auf die 
Theorie der Bewegung eines festen Korpers in einer Flüssigkeit (Math. Ann., t. XIV, 
form. (4), p. 190, et form. (24), p. 196). — Brioscnt, Sulla teorica delle funzioni iperel- 
liptiche di primo ordine (Ann. di Mat., serie Il, t. XIV, p. 248). — Caspary, Zur Theorie 
der Thetafunctionen mit zwei Argumenten (Journal de Kronecker, t. XCIV, p. 78). 
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la démonstration, dans une Note que M. Hermite a bien voulu pre- 
senter à l’Académie, le 28 juillet 1890 ('). 
Comme on a, d’après la définition, 


Pu=V(si— Qu) (S2— Au) (p = a, B, 1), 
on trouve, en différentiant, 


(Se — au) ds) + (s;— ay) dss 


dP, = - 
Hg Py 





par conséquent, au moyen de l’egalite 


V3 = — Ag, day — Aq, dy, — Ay3 das, 
on obtient 
. e'P; 
23 —= 
2(51 — 5) 


où Ÿ est égal à l'expression 





So VR(s,) VR(s) | [= Ay) AS; + (sı — a2) ds | 
(S1— Gx) (91 — 4) (S$ Aa) (s3— ar) (a3) (ay) VA (GE) 
| VRG) VR) | jo ag) ds, + (8) — an 
Us—as)(ı—a) (H—ap)(s— ai) (By) (Ba) VAS (de) 

F VR(s,) VANS) V R(s2) | | = ay) ds, + (5, — ay) ds: | 

(8) -— ay)(Sı— a) (Sa — ay) (51 — a3) (yx) (73) VA (de) 
Au moyen de l'identité 

Sy — Ay Sy — x 43 Sy — ay 
(23) (ay) (5. — x) 7 (37) (32) (8 — as) T (a) (75) (s,— ay) 


_ S.— Sy _ 
a (5,— Ga) (s,— ag) (5, — ay) Cox 12), 


la quantité Ÿ prend la valeur 


A,(S, — 52) 5 — a;) ds, (S;— az) =| 
= — Ten I en + oC —————=—"" bd 
V Ao (Ge) VR(s) VR(s) 











— 2 — — 


(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. CXI, p. 225. 
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Par conséquent, si l’on pose 




















dv, = 1 ds, LI ds, 
== | L Ha 
(LIL) 2VK(s5,) ?yRis) 
dw 1 _ds; + - dss 
Taf) 2 VR(s) 
on trouve 
e’ Ay 
a — = Ps (dw, — a: dır,), 
3 VAL (GE è( 1 2) 
et, par l’échange de ¢ et «, 
te" Ag 
v= — P, (ds, — ag di). 
, V Ay (02) ° 


Pour obtenir, d’une façon analogue, et sans heaucoup de calculs, les 
expressions des quantités p,, Po, Pai 1» je fais usage des identités dif- 
férentielles 


I day = Air Pi — At Pe= —- Cana + Asn Vay 
(3!) | das = Ask Pı Ai Pk ani + AP» 
| das, = Ask Pı A314 PR — ne + Banh 
(h, A, d=1, 2, 332, 3, 133, 1,2). 


En prenant À = 3, on a d’abord 


das — Ag 3 + ssl 
ou 
(de) dPy = — Pys Ps (dee, — a: diw,) + Pye Pe (div, — a div, ). 


Si l’on y remplace à par +, ete par 8, ona 
(IV) (x8) dPy=— Pay Paldır, — ag dis) + Pay Ps(dw, — a, dy) 
ou, eu égard aux expressions (1), 


e, Vas Vay (Sy days 
= yy Cy Vay Pay (div, — ap dw,) + Ay leg VBy Poy (dis, -- Ay dws). 


Or on a identiquement 


dai3 = Ai, P2— Ayo Pis 


a 
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donc 
Pi = —teres Pay (div, — audır,), 
Vas Vay 
— €C301 
Ig = a Pay (dir, — as dy). 
Vas 5 


De plus, si l'on échange, dans l’expression (IV*), + et a, on obtient 
(IV) (37) dPa= Pay Py (du, — ag dis) — Pag Ps (div, — ay du), 
ou, d'apres les expressions (I), 


— ie Ca 
da = Ay -——- Pas(div, — ay dis) — Qua Ps. 


Vay V3) 


Or on a identiquement 
dau Air Ps U3 P23 


donc 


P= ees P43(dw,— a, dw). 


V7 V 37 


Pour obtenir enfin l'expression de ¢,, j'emploie la deuxième tden- 
tité (5,) purh=1,4=2,1/=3, savoir l'identité 


das = 43 Ps — Ay Ps = — Anh 7 Aut 
En y substituant les valeurs de &,,, 43, Qa) Pas Psi Ears Asus Cay ON A 
( \) (127 ) dp 46— = (Pay Psy — PxsP:s) dw, — (ag Pay Pa, — ayPxsPis) Asso, 


vl 
dus Lee" Pact, + Ao Ps Pa( div, — a. dire). 


En égalant les deux valeurs de dP,z, et en ayant égard à la formule 
PP — Pis Pis — Ay (37) Pa Po, 


qui découle de la formule (7) si l'on y échange 8 et 3, ainsi que + et ¢. 
on trouve d’abord 


te! e"( py) P;: "N, [( é3 ) Pay Pi, + (ye) Ps Ps] wy. 
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à celles qui sont algébriques, et parmi ces relations je laisse de côté 
celles qui sont liées à quelques surfaces du quatrième degré ('). 
Avant d’entrer dans les détails de ces recherches, je tire encore, du 
théorème I, quelques relations qui en découlent immédiatement et 
qui complètent les relations (1), (2), ..., (7). 
Les quantités différentielles p,, v, sont liées entre elles par les iden- 
tités 
(3,) Ph== Ah 01 Aan Va Ash Vas 


(ht, 2.3), 
On = Any Pit AnePet Ah3P3s 


qui se déduisent de la definition des quantités p,, v, (n° 2), au 
moyen des identités (5), (3,). Par conséquent, on a, pour A=1, li- 
dentité 

Oy = Ay Prt Aye Pz+ U3P35 
si l’on y substitue les valeurs de @,,, Qua, Ars» 045 Pı» Par ps, établies 
dans les expressions (1) et (II), on trouve, en égalant les facteurs 
de dw, et de dw,, les relations 
— 1 + + + = 0, 
(aB)lay) " (By)(Bx) ad) 
AxPxPpyr asP3P,e ay Py Pag 
tH ree CO FF 
(as )(ay) (By )(Ba) — (y%)(73) 
D'une façon analogue, on tire, de l'expression de v,, les deux relations 


Pat Poy PsaPye  PrèPas 
———— am + —— =— A Ps 
(a )(ay) ~ (By)(Ba) ~ (ya)B) 
GaPatPay  apPpsPra  @yPysPag _ 
(rar) (By)(B%) TO) 
De l’expression de p,, quand on y égale les coefficients de dw,, on de- 
duit, de même, la relation 


(12) (0e) PP + aPa: Pi — «PP; = aa(de)l8,. 


(8) 
(9) ce 
(10) 


(11) — A,a;P:.. 


Si l’on élève au carré les quantités p, ou v,(k =1, 2, 3), on ob- 
tient, au moyen des identités (3) et (5,), l'identité nouvelle 


Pit Pi+ P3= ej + of + vi. 











m nn mm en a ne tn ee 





(1) Brioscni, Ann, di Mat., serie II, t. XIV, à partir de la page 250. — Caspary, Bul- 
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XV, p. 308-317. 
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Des lors résulte 


dut Aut + 33 — O, Ai + (20) Aq, Dr + (AE) Ay D3 — 0, 
(EX) ¢ (xd) aq), + (BO) age, + (70) @q3%3 = 0, 4.0, + (Bö)auws-+ (Be)auw; = 0, 
(AE) Ay, Ti + (Be)aıtrz-+ (VE) A33T3— 0, A, + (79) @3B2+ (7€) 23303— 0. 


Si l’on élève au carré les expressions de %,, 7, ñ, et de a T,, 48m, 
a;ts, et si l'on multiplie les unes par a,7,, ... ou les autres par =, ..., 
on obtient les relations 


(X) 


| aint +a? init airs =O} + await alu), 


qui représentent, sous une forme nouvelle, les relations (13), (14), 
(15) du numéro précédent. En ajoutant ces relations, après les avoir 
multipliées, respectivement, par aga,. — (ag+a;), +1: ayd,, 
— (4; + Go), +13 4,43, — (a, + ag), +1, on trouve 


| (a3) (ay) xr} = wi + (80) (75)wi+ (Be) (yE)w;, 
(XI) (37) (Ba) m3 = wi + (yd) (29) wo} + (ye) (ae) w;, 
(yx) (78) x3 = wi + (ad) (39) oh + (ae) (32) w?; 


et, par conséquent, 


mi: (2d) (ae)? + (8d) (Bs)zi+ (yd) (ye) 72, 
(XH) (de)? = (ææ)T? + (Be)n; + (7E)T,, 
(G2)m2=:  —(ad)n?—  (35)ri—  (yè)ri. 


). Expressions des carrés a,,, par les carres x, et w,. — D'après 


mn 


l'identité 
a, rail, ta}, =1, 
ona 
(16) Ay(de)P2Z+ -- PZ. = A, (ad) (a7)(d2), 


ou, en y échangeant 6 et 3 ainsi que et y 
Ao(By) Pa = Ao(ad)(zz)( By) — Pas + Py. 


De cette relation et de deux autres qui en résultent, si l'on y rem- 
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place les indices a, ß, + par 6, y, «; y, a, 6, on déduit immédiatement 
les expressions 
: — (2x5)(xs) Ti Ti 

















— + - 

a (25)(xy) Ay( 27) 1,23)’ 
| » _. (29)( 32) rn my 
u |... (3732) Az) A7) 

(73)(72) Ti ur 
2 ÉTAT GF? __ . _"? _, 
Ta) Mo(73) | Moy) 


D'une façon analogue on tire de l'identité 
ai, +a@ai,t+aj,=—!, 
ou de la formule (2), si l’on y échange « et à, la relation 
(2*) (By) Pas = Ao(37)(39)( 79) (ae) — (79) Pas + (39) Pays 


donc 
at - (RE) (89) (49) Br, _ (y); 


_ —— ee es 


777 (a3)(æ7)(d)  Ao(ay)(dE) ~ Ao(%3)( de) 











_ BELLE) | (79)r5 (ad) rt 
(XII) GT (57 )(a)(de) + Arlda)ıde) + Ay(y)(dE)” 
| at, = (ye)(ae)(3d) (ad) nt (35)? 








(y2)(75)(08)  Ao(yB)(de)  Ao(7a)(d) 


Si l’on échange, dans ces expressions, 6 et €, on obtient les expres- 
sions pour a, ,, Ass Age | 

Pour exprimer, de même, les carrés a’, par w;, je change, dans la 
formule (1), ßen 6 et yene, et, dans la formule (16) de ce numéro, 
« en ¢ et ene. Alors on trouve 


(aö)(xe) (ao)! (ae)w? 











2 _ ——_—_—_— _—— —) 

NT Uasjtay) 7 Aotag)(ay) + Alad)ıay) 

| , (ae) (38) (78) aT _ (aa; 

(XIV,) “11—= (ai) (ary) (08)  Ap(ad)(ay)(d8) Ay (aB)(ay)’ 
(ad) (Be) (ye) Bi (29) @3 


-{- ———, —_!___. — 777 RG LNI 
_ (@B)(ay)(de) Ao(aB)(ay)(d) Avlap)lay) 
et dès lors résultent les expressions des coefficients a*,, a},, a, : 
d?,, Ay, a3,, Si l’on remplace x, 8, y respectivement par 3, +, x; 
Ya, B 
24 
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6. Conséquences. Relations entre les carrés et les produits des quantites 
Ans Ty ©. — Les relations précédentes entrainent d’autres, très 
nombreuses et très importantes. Pour en aborder l’examen, je donne 
aux relations (XIII, ) une forme plus simple, en posant, pour abréger, 


(Sy) =m, — (ad)(ae)= ny, 
(ya) = mas, — (6d)( Se) = 72, 
(23) = mss; = —(yd)( ye) = rs; 


alors ces relations prennent la forme suivante : 


K,m,m3a?, = Ayn, — msn? + Mari, 
(XH) A,m,m,a?,—= Ayn.— mın! + mr, 
A,m,m,a?, = Ayns3— nur! + mın). 


Si l’on élève ces formules au carré et qu’on les divise respectivement 
par m,m,n,, m,m,n,, m,m,n,, On obtient par addition 


11 12 13 


Mons mm Mi Ne 
A| ——at, + —at, + —— a} 
ny Ng 3 


A? 
= ——*—. (m, ny + Mens + Mans) 
M Mg lis 
Mola + MyNs 5 Ms N3 + myn, 5 M,N, + Mafia , 


Miltelty 1 Mg Ny Ny “2 Mills * 


2 
— ——— (nn! + nynynint+ nynynint). 
Ny NgNs 


Or on tire des relations ( XIII} ) immédiatement l'identité 
MyM, Ns MN) + Molia + Mals;i 


par conséquent, le second membre de la formule précédente devient 





i 2 3 


Melis Mami, M Na I 
A? Th —— 13 + TS | — —— (nri+ nni+ nn); 
an: ils Ny, Neh 


done ona 


Ma Ma mis M MM; 
Las + att 


2 
11 Ne 12 (un + ai + nn) 


$ 
Ai; + 











2 
Alias 


[mm _, Mm, _, m,M, _, 
tan et mm +"): 
oT Nat Ag My Me 
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Les relations (XIII,) deviennent les relations (XIII, ), si l'on rem- 
place, en même temps, a}, a7, Qi, Para)» Aas Q,; Tu, Tr, par 
(25) 4 (29) 2 (73) _. 

(de) "'? (de) 2’ (de) “3 





et n,,72,, 2, PAPA, n,,n,, OÙ 
— (Ge) n', == (ze) (39) (75), 
— (de) ny, = (Be) (79) (ad), 
— (de) n'y = (ye) (x) (30). 


Si Pon applique ces changements à la formule précédente, son 
second membre ne change pas et son premier membre devient 











Me My msm, mm; 
—Q,+ — Aa + — a3; 
n', N, n, 


I 2 2 . 272 
— KE (ae) (Ge) (pe) (de) Lee) ri + (Be) E+ (ye) ma]. 


Par conséquent, on obtient, eu égard aux relations (XII), 














Me Ma mm; m,m, I 

——a,+ Aig ist 1 Wry", 
ny Ne Ns Aj ny Ng Ns 

Mi Ms | manu 4 my Ms yg (de) D" 
ET AE (as) (Be) (pe) 27” 
Me Ma Ma M mm, 

Ninon tn TT Ain at! ==", 

Ann Ash: Aln,n 


et, si l’on échange, dans la deuxième formule, 6 et e, 





MyM; à mm, , mm, , (de) , , 
—at, RQ, + — at, + — 0°: 
ni ft n, *? ny **  A(xd)(B9)(yô) * 15 


où 
(de) ni = (ad) (Be) (ye), 
(de) n= (Bd) (ye) (ae), 
(de) ny = (70) (ae) (Be). 


En ajoutant les relations (XIIT,) et (XTIT,), apres les avoir multi- 
pliées respectivement par m,m,x?,m,m,73,m,m, 7%, ctpar(ad)m,m,z., 

NS 2 N 2 , . 
(30)m,m,T°, (yo)m, m;r,, on trouve, eu égard aux relations (XII), 


2 2 2 2 _. — 
Ma Ms at TE + Mama Ti + MyM, At, + wi == 0, 


(29) mgm, a}, 1} + (PO) mgm, a}, m3 + (7d) m,m, a}, 72 + (ad) (Bd) (7d) wi — 0, 
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et, si l’on échange, dans la dernière formule, dete,. 
(xe) mm; a3, 7? + (Be) mm, al,n3 + (ye) mm, a2, 7? + (xe) (Be) (ye) B} =O. 


Si l’on forme de même, au moyen des expressions (XIII,) et (XIII,), 
l'expression 


Ag (de) [( Be) (ye) mem, ai, az, + (ye) (ae) yy AT, A+ (ae) (Be) mm, aï,as,], 
on voit immédiatement que, dans le second membre, le terme 
(Pe) (YE) my my My + (ye) (ae) my ny ny + (ae) (Be) my ny ny 


s’evanouit, et que, d’ailleurs, les coefficients de x}, r,, 7} se detrui- 
sent; par conséquent, les termes qui restent, dans le second membre, 
sont les suivants 


(ad) (ae)?mj — (Bo) (Pe)’nz — (yd) (ye)ns + (Be) (ye) [( Bd) + (70)] ri ri 
— (ye) (ae) (Cyd) + (aö)] m3 mi — (ae) (Be) [(ad) + (B6)] ri 23 


ou 

— [(8ö) (ae)n! + (38) (Be)r3 + (v8) (ye)m2] [(ae)m? + (Be)r + (ye) ni] =— (de) wt wi. 

Donc 

AS [(3e) (ye) megs at, a}, + (ye) (ae) mm, at,a?,+ (ae) (Be) m,m, a?,a?,] + ww? = 0, 
et, en échangeant à et ¢, 

NGL(BO) (79) my my ai, az, + (y9) (ad) mgm, aï,aï,+ (ad) (Bd) mm, a?,a},] + wi wi = o. 
D’une façon tout à fait analogue, on obtient enfin 

Aj (mz my a}, a3, + msm, a}, a}, + Mi m, a}, a?,) +02 wo? = 0. 


Aux dix relations que je viens d’établir entre les carrés et les pro- 
duits des quantités a,,,, 7, @,(m, n, h=1, 2, 3), correspondent dix 
autres, où ces quantités sont remplacées par a;,,, ©}, tn}. En effet, au 
moyen des relations (XIII, ) et (XIII,), on trouve d'abord 


$ $ $ 

a a a 
Almimi\ — + —! + 3! 
ny n' nj 


2 2 
m: m 
__ 2 , ’ n 3 ’ m 
han + ny) + — (mn + RS) + —- (nt on, + ni)ré. 
Ny My N, Ng 
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Oron a 


Ri+ N+ NY r= Me Ms, 
Nat Not ns = Mal, 


Ng y + NE Mi My; 


par conséquent on obtient 





+ 5 L 
a as, a. mm, Mm, Ma 
mm ++ ) = 14 H+ nr 
ny n\ ny Aj ny ny Ag ny, 


Ma Ms _, 


ou, en ajoutant, dans les deux membres, le terme = =: 
o “£2 “*3 


$ $ $ [3 
a a a T 
Ma Mal + 414+ 4) + ——— —q*. 
Ry n, 1 AZ 2g Ns 


De là résulte, en remplaçant les indices a, 6, y par 6, y, « et 
+, a, B, 


& & & % 
a a a Te 
12 22 32 2 — vt 
nm; m; (4: À --- — ra + re) q > 
Ms ny, 2 Ag 3°" 1 


b $ $ & 
a a ai Ts 
mm; (Ste +234 2+ ) = q", 
Ns n° ne Ainın 





et si l’on ajoute les quatre expressions de g*, établies plus haut 
(p. 267), on trouve aussi 


wi u (de)w; A (de) w; ig 
Ain,nyn, Adlae)(Be)lye)  A3(ad)(B8)(79) 7: 


Au moyen des relations (XIV, ), on a immédiatement 


(a3) (ay) [a?, wi + (ad) (de) a2, wi — (ae) (de) at, wi] 
=(ad)(ae)[ mi+($0) (yd)mi 9 -+ (Be) (ye) wi], 


ou, eu égard à la premiere relation (XI), 
lat, w? + (ad) (de) al, wi — (ae) (de) al, wi — (ad) (ae)? =o 
et, par consequent, 


ai, wi + (3d) (de) a}, wi — (Be) (de) a5, m3 — (BO) (pe) ri — 0, 
a?,wi+ (76) (de) a}, wi — (ye) (de) a3, w? — (yd) (ye) ri — 0. 


270 


F. CASPARY. 


Enfin on tire des relations (XIII, ) et (XIV, ) 


Aj [73 47, at, — (yt) (98) a}, ai, + (70) (de) a3, @3,] + Tir: —=0, 
As [71 at, at, — (ze) (de) af, ai, + (29) (92) a3, ai, | + Titi —0, 
Ag [2 af, at, — (Be) (08) ai, ai, + (90) (de) ai, a3, I + mi ri =o. 


7. Introduction des seise fonctions qi, 9,2 - 


CONSLANLES Hy 45 Ans «++» Use Theorémes et corollaires. — Les vingt rela- 


9 Gay Jay et des neuf 


tions entre les carrés et les produits des éléments a,,,, 7, @,, éta- 
blies dans le numéro précédent, bien qu’elles soient tres simples, man- 
quent de symétrie et d’homogeneite. Pour cela, j'introduis, au lieu 


des quinze éléments a°,,, 7, ©, les seize fonctions gq,,, 912» -- 


4:15 en posant 


| Vis Vis 
ean 

Vey 
vmaym; 

Az 
( X V ) V n 2 
Vim Vis 


Um 
3 





1 A,yn 


ou 





a? = as VA ym, 

q Vu, 

2 — (ir Vm, Vm, 
1 Vas 

2 — fis, yim Vimy 

FF dss Va: 

2 — 1 1 

"ds Ay! 


i Vm = V5}, 


(XVI) 


Vn=iyasyae, 
Vng= 17/30 Ve, 
Vn;=iyyayys, 
vn =VniVriVns, 





a? — Tu, a 
I Va: 
2 _ Te, ims Vimy 
1: Vi 
2 _ Is 0 VmiVm 
23 q 5 Ya; 
? — 1%, — 
qu Avr 
Vis =i Vaz, 
[ne as fis 
Vr= SUR, 
iVôe 
[36/4820 
m VBeviav a8, 
ivde 


ye Vad VO 
iVoc 

mr = VV EVE, 
Vide 


| — 
y — 


Isı 
a? = eo) 
a Tes 
2 — I, 
32 Im 
à Jaa 

ns 
wo — Ta, 

Is 


Vi = 


“9 EYE 


Vinny 3 _ Da, 
AoVraVrs I 
Ym,Ym, ._ CR 


AVR VA; a qs 


Vim, Viney rt — ss 


Ayynıyn, Tau 


Vaß, 
Ce, 
de 
V8 Vac Be 
(de 
Vad V86 76 
Ve 


Dans ces expressions, z est égal à y— ı et les racines carrées sont 
prises avec le signe positif. 
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Au moyen des expressions (XV) et (XVI), et si l’on pose, d’ail- 
leurs, 9*9,,= 4, les vingt relations entre les carrés et les produits 
des éléments a?,,, r;, ©, établies dans le numéro précédent, prennent 
les formes suivantes : 


2 2 2 2 __ 
nm m TI GAM ARM) 
VATE Iai Ir Ist Tis a9 N 
et 

Vij +9, + + = 


FIT =1, 2, 3, 4). 
Ws Vy Gay Gaj + As Taj + Ds Ver = 9 | ’ 9 “9 “9 


Ces relations, dont les unes entrainent les autres, mettent en évi- 
dence que les seize fonctions q,,, Qias ++. 954, Jas forment les coef- 
ficients d’une substitution orthogonale. Par conséquent, on est con- 
duit au théorème suivant (') : 


THÉORÈME IT. — Les seise fonctions 


| Vito Jats Yaris vi 

(XVII) Jizs Jars Jae vis 
diss ess ass Tr 

4 iso ess Jars rs 


définies par les expressions (XV) forment les seize coefficients d'une sub- 
stitution orthogonale a déterminant posuif. 


Le théorème que je viens d’énoncer donne naissance à un tres grand 
nombre de conséquences nouvelles; parmi les plus importantes et les 
plus souvent employées, je signale les suivantes, en empruntant, 
pour l’arrangement (XVII), à la théorie des déterminants la notion 
de mineur : 


CoroLLaIRE I. — Dans larrangement (XVII), chaque fonction q;; 
(t,7=1, 2,3, 4) est placée avec trois autres dans une ligne et aussi dans 
une colonne; la somme des carrés des unes, qui forment le triple hori- 


(1) Ce théorème a trait à un autro, relatif aux fonctions théta de deux arguments, 
que jai établi, en 1881, dans le Tome XCIV du Journal de Borchardt, p. 77. Foir 


aussi la Note insérée dans les Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
t. CIV, p. 492. 
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déduit d’abord des expressions (XV) les relations 


(XIX) a, = Imn Imn (m,n=1,2,3), 


Ir 


et, par conséquent, on a 


Jiu UNDA Man rh Ian Yan (h—1,2,3) 
= Far Jar ns Jha Ans Ina 

Ces expressions mettent en évidence que la fonction q,, s’exprime, 
d’une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres 
fonctions gm,, propriété remarquable dont jouissent aussi les fonc- 
LIONS Guys Gras ces Yiae 

Pour établir ce résultat important, je transforme, au moyen des 
expressions (XV) et (XVIIT), les relations (NI), (XID), (XII, ), 
(XIII, ), (XIV, ), ainsi que celles qui découlent de ces dernières par 
des changements convenables des indices (voir le n° 5). Alors on 
obtient 


(XX,) nn — — din — ones — Q3n7353 
(XX,) Ths == — Anis — An sa — An Jess 
Jin = — sn; + 1949735 + Ans 

(XX,) © Jah — ns; + anis + Mano 
| In — anis + Mae tr Ian Yo 

\ Thi = Ya + Anar + Anı Jes 

(XX,) In — AhiQs3 + Was Jor + naiss 
In — AnaQu + Anise + Anse 


Or, si l’on désigne par A, #, / les indices 1, 2, 3; 2, 3,1; 3, 1,2 
[voir n° 1, relations (3)], on obtient, d’après les expressions (XX,) et 
les relations (5), si l’on y remplace les a. par les a... les formules 


Visas — Weil — danses — Anar 
(XX) Asa — Moro — zn ar — ini 
Ask — Ask Tai — — Unis Ian ars 
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par conséquent l'expression (XX, ) se transforme dans les suivantes 


Inn rs + iQik — ki 


(XX;) 


= — shoes + qi Jar — aka 


= — Ash ar + As sk — aka. 


De même, on trouve 


(XX,) | In Gui Que + Oar Gert As Jaks 
| = — M11 — 82k Jat — sk ts 
(XX) | Fih—= Car Jar O21 Jak — Out Tok 
= — Age Jat + %349731 + Ua 


et, eu égard aux formules 


3702 — Ask Jai — 


(XX?) 


And + Iındus 


— Mg Jak t+ 949 = — AgnQas + Urns, 


— 4,916 + 467g — Ian ga, + ah Jan 


on obtient, au moyen de la premiere formule (XX, ), 


Jin — 
(XX) 


As/Qak — Ask ar In Qu 
= — Ugs Jak Ugh sit ana 


= — Jak Iırgdsı + dingue 


En réunissant les relations que je viens d’établir, on a 


Anz nain + anoh + AsnQsh;s 

In 01k + Mas Jak + Mas aks 

= — rg — Wek Jat — Aakats 

(XXI) = — Andis — an Ta — Ash Gas 
dın— 437 Jak — Mo Jak -— 911 Jia 


= — Ash Jat + Mer Jar + Iı Jan 
= — 9,9, + dans + AUAndsss 


u = ar Tart fine ha + Ana hs 
In dr Ira Iır gr — Anis 
= Ag Jak — Mar Jar — Nana 
= M3, Jak — ak Jar — Inga 
Jin— Ir Jar Market — Ash) 


= — dry Ysk + dar Jar + lon: 
= — A, Dirt Mk + Unis) 


(A, k, l=1,2,3;2,3,1;3,1,2) 


Des six expressions de q,,, on déduit les six expressions de g,, et 
les six expressions de q;,, si l’on remplace, dans les relations précé- 
dentes, les indices 1, 2, 3 respectivement par 2, 3, 1 et 3, 1, 2. 
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Les relations (XXI) se sont déduites des relations (XX, ) et (XX, ), 
au moyen des identités (5), si l’on remplace, dans ces identités, les a,,, 
par les a,,,. Ces identités ne changent pas, si l’on change, dans les a,,,, 
l'ordre des indices m, r. Or, par ce changement, les relations (XX, ) 
et (XX,) deviennent les relations (XX,) et (XX,), si l’on change en 
même temps l'ordre des indices 7, 7 (ë,7 =1, 2, 3, 4) dans les fonc- 
tions g;;. De la on conclut que les relations (XXI) subsistent encore 
el ne changent que leur forme si l'on y change, en méme temps, dans 
les fonctions q;; et dans les constantes Ama, l'ordre des indices. 


Les résultats précédents peuvent être résumés et énoncés comme il 
suit : 


Tuéorème IV. — Chaque fonction q;;(t, J =1, 2, 3, 4) s'exprime, 
d'une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres de ces 
seise fonctions. Ces six triples de fonctions sont ceux qui forment, dans 
l'arrangement (XVII), les trois lignes et les trois colonnes du mineur 
adjoint à q;;. Les constantes qui entrent dans ces relations linéaires, sont 
les constantes Onn, et les expressions elles-mêmes sont représentées par les 
expressions (XXI) et par celles qui en découlent, si l'on y change les ın- 
dices 1, 2, 3 en 2, 3, 1; 3, ı, 2, et les indices h, k, lenk, lh: lh, k. 
D'ailleurs, on peut changer, dans toutes les expressions, l'ordre des indices. 

En somme, on obtient ainsi 16.0 = 96 expressions différentes. 


Entre Jes fonctions g;; et les constantes a,,,, il y a une liaison tres 
simple que je vais déduire des expressions (XXT). 

Si l’on égale (voir n° 1) à a; et a, les arguments s, et s, dont dépen- 
dent les fonctions P,, P,, et, par conséquent, aussi les fonctions g;;, on 
reconnait sur-le-champ que les fonctions Pz, P., P;, et, des lors, les 
fonctions 9,4, 92, Ja, S’évanouissent. Or on a, d’après les expres- 
sions (XXI), 

(XXI) Non — Minis ans — nav 
| Jih— — Agn Jay + Ian; + Unis 


par conséquent, pour s, = az, 53 = de OU pours, = a, $, = a;, les fonc- 
LIONS Jyyo Yuxe 914 elles-mèmes s'évanouissent et a,, prend la valeur 


_ Yin( Gay Ae) _ Tah Ue WG) 
gs (Ge, Gz) Yu (Gey AZ) 


1h 
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De même, on trouve 
(XXI) Qinn —— TT, 


Is 
OÙ Ann» 95, désignent les valeurs que prennent respectivement les 
fonctions Gans 4,, Si l’on égale leurs arguments à az, a.. 
Plus généralement, on trouve : 


+ ° 7? , a “ 

CororLime. — Si l'on égale a ay, a, (u, v=2, B, Y, 5. &5 uv) les 
arguments s,, 8, des seize fonctions q;;, six fonctions parmi les seize s’e- 
vanouissent; et les neuf quotients formes, avec le même dénominateur, 
par les valeurs que prennent, pour s, = dy, s, = a, les dix autres fonc- 
LIONS q;;, Sont égaux aur neuf constantes Ann 

Les sux fonctions qui deviennent égales a zero se trouvent, dans Uar- 
rangement (XVII), dans une ligne et dans une colonne; a l’une et à 
l'autre appartient une septième fonction dont la valeur pour s, = Aus 
s;= a, forme ledit dénominateur commun. 


9. Conséquences des relations (XN1). Expression des seise fonctions qj; 
par quatre parmi elles. Théorémes. — Les relations (XXI) mettent en 
évidence le théorème suivant, qui équivaut au théorème (IV): 

TnéonËme TV". — Au moyen de quatre fonctions q;;, telles qu'elles 
forment, dans Uarrangement (XVII), une ligne ou une colonne quel- 
conques, les douse autres fonctions s'expriment d'une façon lineaire. 


Les quatre fonctions, placées dans l’arrangement (XVII) dans une 
ligne ou dans une colonne quelconques, ne sont pas les seules par les- 
quelles les autres s'expriment d’une façon linéaire. Je vais démontrer 
que de la mème propriété jouissent aussi les quatre fonctions qui 
forment, dans Parrangement (XVII), un mineur quelconque de second 
ordre. 

Pour déduire ce résultat, je commence par exprimer les fonctions 
gij par les quatre fonctions qos, Gar Jars Que. 

D'après les formules (XX) et (XX*) du numéro précédent, on a 


Qe ]ak — As Jar: — Asn fa, — Minis 

A377 3h — Ask at = — Minis — Nan Ja 

Alan — Ash Jat--= Aan Jas Minis 

— 197034 + Ugh ar: — Ash Jar ins: 
« 
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Ces formules permettent d’exprimer les fonctions 9,4, 924, Jase Jas pat 
les fonctions qos 92% Ysa» Qu. Dès lors, en substituant les valeurs 
trouvées pour g,,, -.., g,, dans les relations (XX1) 


(XXE) In — Minis — ones — Ian 7359 
| | | nz — has + 99, + Iın das 


et dans les analogues, on est conduit, après quelques simples calculs, 
au système suivant : 


A, = (1 a?,); 


Adis = anis Jar Verne Jar + anis Jak — Ash ik Yan 
Alias = — AQ Jag + dinar a + 4,43 + Ai dm 
A Qu = — dix er — 4, Jar — Mini Isa + Aın tır as 
Aids, = — Ag nM Ter + AgAn MK Jet + gn Gy, Jak — Ian dk Ju; 
Ain — AgnQ a aa + Msn dis Jar — Vn Kak — Mans Jars 
(XX111) Aik = — UAWGATak et Man Jett Anden Ts + 031 9315 
Aqua =— len Jar — Iındlsn Ju — A323 + Iın lan Jar; 
Ai in == and Gar — Ben ut Jar — sh ik ak — 834947 Gar 
Aiden = And 2 tt Mini Jar + Nds — 4,731 
Ai dsp == — Ui Jak Mixer + diner + Andy Jury 
A, Hk Mandanda + dan Tai + Aındsn sk — don at 
ALN — — Ash Tor + Qin Una + Angst Anz I31 


L’arrangement (XVII) donne naissance à trente-six mincurs de 
second ordre. Par conséquent on peut choisir de trente-six manières 
quatre fonctions q,; par lesquelles les douze autres s'expriment d’une 
façon linéaire. Parmi les trente-six systèmes de formules qui s’ob- 
tiennent ainsi, les relations (XXIII) en représentent dix-huit, puisque 
l'on peut remplacer, dans les relations (XXIII), les indices 1, 2, 3 par 
2, 3,13 3, 1, 2, et les indices A, #, I! par Ak, I, A; I, h, k (neuf sys- 
temes), et puisque l’on peut changer, d’ailleurs, dans ces neuf sys- 
temes, l’ordre des indices des constantes a,,, et des fonctions q,;. Par 
les mémes changements on déduit les dix-huit systemes de formules 
qui restent encore de celui-ci qui représente, au moyen des quatre 
fonctions dirs Gin» Gras 94, les douze autres. 
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Pour établir ce systeme, je reprends les formules précédentes XXE). 
On en tire immédiatement les valeurs de g,, et 9... exprimées par 
ins Gene iso Jase et en substituant les valeurs de q,,. dase Jase Fas 
dan: les formules qui proviennent des formules + XXI” ı par les chan- 
gements des indices, on obtient le systeme suivant : 


® 
A, — I Qc A 

4, Ir. == 4,1 Jın — Bsn Ton Brake Jr. — Rance 
Asi: = 4:47:h—- BA Jah — Bn Gyn 71: — Baden 7. 

À, 4h = Bi hn Tin — A, RA GjAT71ie — Be, Tor 

In = — pin — GAA A— 4,, 71. — 4,,7..: 

À, 46 7 — nt in — 4, Jar 2:44; rn dise 

‘(YR _ 

XV). À, Jui = — nain — 109 Jn — sh Gr Jig — Anh Est Jose 
À, ag = — Gina Jın ana gan — FA Fy 71, — FAA Tre 

Ay 748,14, — 4,47. — UAE Ia 4, 7s. 

À, 41 2: ons Tin ht Yon sh Tr; Baht 

| A, 431 7 A545, 5p, ur, oh Vay Qy eis — Bendikiis 
Auk = —- Bi 7th — Sun JA Qik Tis — Gin 95" Jase 

Au - 4,4, Tin nd Jin — Ars Tir — Aın8ı 6 Qii- 


Les formules (XXIII) et (XXIV), ainsi que celles qui en decou- 


lent, conduisent au théoreme suivant, qui correspond au théorème 
(IV): 


Tueontme V. — Au moyen de quatre fonctions q;;, telles qu elles for- 
ment, dans Varrangement (XV11), un mineur quelconque de second 
ordre, les douse autres fonctions s'expriment d'une façon linéaire. 


10. Systèmes rosenhainéens et systèmes göpeleens de caractéristiques 
et de fonctions. Leurs types et nombres. — Apres avoir établi les for- 
mules (XXE), (XXI), (XXIV), je remplace les fonctions g;; par les 
fonctions hyperelliptiques, et je vais examiner la composition de 
leurs caractéristiques, c'est-à-dire la composition des indices p, pv 
(u, v=a,ß,y,,e) dont elles dépendent. Si l’on n’écrit que ceux-ci, 
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l’arrangement (XVII) prend la forme suivante : 


a ad as By, 
B Bd Be ay, 
(XVII*) 
Y 19 ye ad, 
| dŒ E O 


Ce Tableau met en évidence que, d’une part, les caractéristiques, 
placées dans les trois premières lignes, et, d'autre part, les caracte- 
ristiques, placées dans la deuxième et la troisième colonne, sont for- 
mées d une maniere tout à fait analogue. Par conséquent, les lignes 
du Tableau précédent ne conduisent qu’à deux types, et les colonnes 
qu'à trois types différents de caractéristiques, savoir : 

(1) a ad ae By, 
(2) de € 6 , 
(3) x B y de, 
(4) ad BO yd €, 
(9) By ay a  . 

(x, 3, y, 9,€=0,1,2,3,4; a 8 y de). 

Quant au nombre des triples et quadruples de caractéristiques re- 
présentés par les cinq types précédents, on voit immédiatement que 


les types (2), (5), (3) en constituent 2% = >-4-3 = 10; le type (4) 


1.2 1.2.3 
donne naissance à 5.4 = 20 quadruples, et, enfin, le type (1) à 


54:3 _ 36 quadruples. Par conséquent, ona: 
1.2 





Si l’on remplace, dans Varrangement (XVII), les fonctions q;; par 
les fonctions hyperelliptiques P,, Puy (u, v= a, B,y, 6, €), on est con- 
duit al’ arrangement ( XVII"), dans lequel ne sont inscrites que les carac- 
téristiques des fonctions hyperelliptiques. 

Les systèmes (triples ou quadruples) de caractéristiques qui forment, 
dans l'arrangement (XVII), les lıgnes et les colonnes, offrent cing types 
différents, savoir : 


r (1) a ad ae By ... 30, 

| (2) a B aß ... 10, 

(R) (3) a B y de 10, 
| (4) ad Bö yo € ... 20, 

(5) By ay aß ... 10, 
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et chaque type donne naissance, si l’on attribue aux indices a, 8, y, 6, € 
les valeurs 0, 1, 2, 3, A, à tant de systèmes (triples ou quadruples) de 
caractéristiques que le nombre juxtapose fait connaitre. 


De méme on trouve: 


Les systèmes de caractéristiques qu forment, dans l'arrangement 
(XVII"), les mineurs de second ordre, offrent trois types différents, sa- 
vor: 


(1) a By de 15, 
(G) ‘ (2) a 68 ad Bd 30, 
(3) ag 63 ae Be 15, 


où les nombres juxtaposes possèdent la méme signification que plus 
haut. 


Pour distinguer les systèmes (2) de caractéristiques des systèmes 
(G), jappellerai les systèmes (A) systèmes rosenhaineens, et les sys- 
tèmes (G) systèmes güpeléens de caractéristiques ('). 

Des lors j’appellerai les systèmes de fonctions auxquelles appar- 
tiennent tes systèmes rosenhainéens de caractéristiques, respective- 
ment les systèmes gépeléens de caractéristiques systèmes rosenhainéens, 
respectivement systémes göpeleens de fonctions. 

En employant ces désignations, on voit que dans les seconds membres 
des relations (XXI) entrent des systèmes rosenhainéens de fonctions; 
par conséquent j'appellerai les relations (XXI) relations rosenhai- 


ene wm EE 


(1) Si l’on remplace les fonctions hyperelliptiques par les fonctions théta, en faisant 
usage de la notation de M. Weierstrass, les systèmes (() de caractéristiques pour lesquels 
je viens de proposer le nom de systèmes göpeldens deviennent les suivants : 


(1) a By 0 5, 
({y* ) (2) a PB ad 38, 

| (3) ao 66 as Be, 
(a, 8, y, 6,€=0, 1, 2, 3, 4). 


Ces trois types représentent ct comprennent, d’une manière très concise, les soixante 
quadruples de caractéristiques, établis par M. M. Kaause dans son bel Ouvrage : Die 
Transformation der hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung, p. 27. Leipzig; 1886. 

Les fonctions théta, auxquelles appartiennent ces quadruples de caractéristiques, jouent 
un rôle important, on le sait, dans les célèbres découvertes de M. HERMITE, relatives à la 
transformation des fonctions abélicnnes (Comptes rendus des séances de l'Académie des 
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d’un plan, les seize équations q,; = 0, 92; = 0; Ys; = 0, q,; = 0, défi- 
niront, en coordonnées tangentielles, seize points que je désignerai, 
dès lors, par AY’, BY’, CY, DY (y =1, 2, 3, 4). 

Pour examiner les propriétés de ces seize points, ainsi que les pro- 
priétés des droites, des plans et des configurations que ces points 
engendrent, on pourrait employer les principes ordinaires de la Géo- 
métrie en espace. Cependant cette voie conduirait à des calculs un peu 
pénibles. Pour cette raison je l’eviterai et je ferai usage des principes 
que j'ai exposés dans mon Mémoire : Sur une méthode generale de la 
Geometrie qui forme le lien entre la Géométrie synthétique et la Géométrie 
analytique (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° serie, t. XIII, 
p. 202-240). 

Dans ce Mémoire j'ai montré (loc. cit., p. 213) que tous les points de 
l'espace peuvent être représentés, d'une façon linéaire, par quatre 
points quelconques. Si l’on choisit, pour ces quatre points, les points 
A», BY, C®, D®, on déduit des relations (XXI) les égalités 


AD — 4, BO) + 0,0 + a, DS, 

( XXV) Bi) = — a,, CO + a37 AM + a,,D™, 
u CH = —0,,A + a,B9+a,D®, 
| DA = — a, AG) — a,, BY — a3,€ 


(A =1, 2,3). 


Ces égalités proviennent des expressions pour g,,, ..., qu, établies 
dans les relations (XXI), si l’on y remplace q,;, 925» Qsj+ 94; par A‘, 
BY), CY’, D. De même, on peut déduire des relations (XXI) d'autres 
systèmes d’egalites qui correspondent aux égalités (XXV et qui en sont 
les conséquences. Dans les égalités qui s’obtiennent ainsi, les points 
AM, ..., D® sont remplacés par les points A“), ..., DA =1, 2, 3), 
ou par les points A™,...,A%; B®, ..., BY; C@,...,0; Di), ..., DO. 

Ce sont précisément les points qui sont placés dans les quatre lignes 
ou dans les quatre colonnes de l’arrangement suivant qui correspond à 
l'arrangement (XVII) 

Am Bw) Ci) DO), 
Ad Be) EC) pe, 
AD Be C® pe, 
AD Bo co pa, 


(XXVI) 


? 
ot A 
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Ceci posé, je vais envisager les quatre quadruples de points A, 
BY), CY), DUC j — 1, 2, 3,4), placés dans les lignes de cet arrange- 
ment, comme les sommets de quatre tétraèdres et je vais en exprimer 
les faces a4), BY, 40', SW, opposées respectivement aux sommets A”, 
BY), CY), DY. En faisant usage des notions et des désignations, établies 
dans mon Mémoire cité, ces plans sont représentés (loc. ctt., p. 215) 
par les produits extérieurs : 


( x/—=[B% CAD, ZP——[(CYDAAY], 
| yA = [D AAGRBAT, 07° _.-- [AY BCH], 
= I, 2, 3, 4) 


(XXVII) 


qui se transforment, au moyen des égalités (XXV), comme il suit : 


f a 0330 + ay + 04,0, 

(KA ID) « (ho -— is) fath) S$) 
/ — den XL + np + 13,98" ,—" 
\ oh — ana — Go 319) — a7", 


(A =1, 2,3). 


On voit immédiatement que les égalités (XXV) et (XXVIII) se de- 
duisent les unes des autres, si l’on remplace les points AY)... DW 
respectivement par les plans a ... &W et vice versa. Par conséquent, 
à l’arrangement (XXVI) des points correspond un arrangement des 
plans, savoir : 

at Su) JM BCE, 
| aff) ir) (2) gl, 
| a3) 39 7 dia, 
ot) Bu) 44) ji, 


(XXIN) 


et, plus généralement, à toutes les relations qui ontlicu pour les points 
AY ... DY correspondent des relations corrélatives pour les plans 
a)... 8) et vice versa. 

Les relations qui ont lieu pour les points AY... D‘ et pour les 
plans a... 64 ont trait à plusieurs problèmes de la Géométrie de 
position ('), de la Mécanique et de la Cinématique qui obtiennent, 


a ee 


(1) On pourra consulter. au sujet de ces problèmes de la Géométrie de position : Reve, 
Ueber Strahlensysteme sweiter Classe und die Kummer'sche Fläche vicrter Ordnung mit 
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par conséquent, dans les égalités (XXV) et (XXVIII) leur base analy- 
tique, et, dès lors, aussi leur lien avec la théorie des fonctions hyper- 
elliptiques de première espèce. Comme lesdites relations sont extré- 
mement nombreuses, je me borne à en établir les plus simples et de 
Signaler quelques autres. 
D'après les égalités (XXV) et (XXVIII), on trouve 
[Ama] = apa [ BB] + ayn age (CY y] + ana [ D]; 
(h,k=ı,2,3; hk); 


or ona 
[BO BH] = [Cy] = [Dd] = [AMBOCH DH), 


donc 
[AA] (aya dy yt ton Aen danse) [AY BOC DO] = o, 


De plus on déduit des égalités 
[AM 34] = CAM 7] = [AM IM] — 0, 
[BOOT = [Ce] = (DO 2] = 0 


les relations 
[AM x] = 0, [ A‘) a) ] — o. 


Ces deux relations et la relation [A” a] =o peuvent être com- 
prises par l'égalité 
[AYA] =o, (= JAN). 
De la même façon, on trouve 
[BU 309] — 0, [CA y] — 0, [Dd] =o. 
Si l’on envisage, d’une manière analogue, les quatre quadruples de 
a) 
points AY... AN, ..., D®... D®, placés dans les colonnes de l’ar- 
rangement (XXVI) comme les sommets de quatre nouveaux tetraedres, 
et que l’on en forme Ics faces opposées, on est conduit, au moyen des 
égalités (XXV), aux expressions 
[AG AG AH] -— gh, PAO AG AO] — am, 


(XXVIR) PAM AG AG] = — x), [AMAA] = al), 





sechzehn Knotenpunkten; Ueber die Aummer'sche Configuration von sechzehn Punkten 
und sechzchn Ebenen (Journal de Borchardt, t. LXXXVI, p. 85-107; 209-216). — Schrö- 
TER, Ucber das Fünfflach und Sechsflach und die damit zusammenhängende Kummer’sche 
Configuration (Ibid., t. C, p. 231-957). 


SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE D’ETABLIR LES RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC. 285 


et aux analogues qui en proviennent, si l’on remplace AY), a” par 
BY), BY); CY, qu); DU), di, 

Par les expressions (XXVII,) et (XXVII,), chacune des faces 
av)... oY) est représentée de deux manières; par conséquent, les rela- 
tions établies plus haut 


(XXX) [AY 2V]=0, [B/3/%]=0o, [CYyV]=0, [DYE] =o 
G7 =1,2,3,4; JAS) 
peuvent être énoncées comme il suit : 


1° St l’on envisage les points, places dans les lignes ou dans les co- 
lonnes de l’arrangement (XXV1), comme les sommets de quatre tétracdres, 
chacun de ces tétraëdres est inscrit et circonscrit aux trois autres ('). 


De plus on a, eu égard aux égalités (XXVII,) et (XXVIT, ) : 
2° Les six points, places dans l'arrangement (XXVI) avec un point 
quelconque dans la même ligne et dans la même colonne, sont situés sur 


un plan. Ce plan est celui qui correspond audit point dans l'arrange- 
ment (XXIX). 


Si l’on interprète géométriquement les résultats établis dans le n° 7 
pour les carrés des fonctions g;;, on obtient : 


3° Les six points, places dans l’arrangement (XXVI) avec un point 
quelconque dans la même ligne et dans la même colonne, sont situes sur 
une conique. 

4° Les huit points, placés dans l’arrangement (XXVI), dans deux lignes, 
ou dans deux colonnes, ou dans deux mineurs adjoints de second ordre, 
forment les huit points a’ intersection de trois surfaces de second ordre. 


Étant donnés six points convenablement choisis parmi les seize 
points AY, ..., DY’ (7 — 71, 2, 3, 4), la proposition 2° et sa correlative 
permettent d'en construire, d’une façon linéaire, les dix autres. 

Pour établir cette construction, je choisis, comme les six points 
donnés, trois points d’une diagonale de l’arrangement (XXVT), et les 
trois autres points, placés avec le quatrième point de la diagonale dans 





(1) Foer, au sujet de ces tétraèdres, découverts par Mésius (Journal de Crelle, t. II, 
p. 273-278; OEuvres compl., t. I, p. 441-116), le Mémoire important de M. NEUBERG : Sur 
les tetracdres de Mobius (Mém. de la Soc. royale des Sciences de Liège, 2° serie, t. Xl). 
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la même ligne ou dans la même colonne, par exemple les six points 
A, B®, C®; A», BP, C. Ces six points sont placés, dans l’arran- 
gement (XAVI), comme il suit : 

AQ) 8 on 
(XXVIF) Lee go + 
| AO) Ban CH *, 


où les astérisques désignent les points cherchés que je vais construire. 
Dans l’arrangement (XXVI) et par conséquent aussi dans l’arrange- 
ment (XXVI*) les points, placés, en même temps, dans une ligne et dans 
une colonne, sont situés, d’après la proposition 2°, sur un plan, savoir 
celui qui est corrélatif au point d’intersection de la ligne et de la co- 
lonne. Par conséquent, les points A", B®, B sont situés sur le plan 
30; les points A", C®, C® sur le plan y"), .... De là on conclut que 
l'arrangement suivant des plans qui s'obtient ainsi, savoir 


* FAM BOBO] PAM CHOCO] *, 
[AM AM Bi] * [BO CC] . 
[AM AM) CR] [Be BMH Ce) * ", 





[AMBHCS] [AWBEHC®] [AMBHC®] [AW BEC], 
est tout à fait identique à l’arrangement 

A pt yi) *, 
aft) *  y® , 
af) (BU) 4 », 
att) BI) yf) B04), 


(XXIX*) 


Par conséquent les dix plans qui entrent dans l’arrangement (XXIX*) 
sont construits par les six points de arrangement (XXVI*). Or, par 
ces dix plans, se construisent, d’une façon analogue, au moyen de la 
proposition corrélative à la proposition 2°, les dix points suivants : 


* LB BH yO] [By] [Be yd), 
. ae [ af) am (2) | * Ki [a ya de], 
(XXVI ) [ a!) alt) 312] [a BO) SW] * [a BG) 96], 
. * * [at Buy], 


et ces points sont précisément les points cherchés. 
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La construction précédente est déduite de la proposition 2° ou des 
égalités (XXVII,) et (XXVII,). Ces mêmes égalités conduisent à une 
autre proposition que je vais encore indiquer. 

D'après les égalités (XNVII,), on obtient 


LA x] == (BY BM] = [CMY] -= [DU] == [AM BAC D] 
(J —- [, 25 3, 4). 


Or on a, au moyen des égalités (XXV) et (XXVIII), 


[Am x'%] — a?,[B#8#] + a3, LC! y ] + a?, [Dig] 
= (a, + ad + al) (AV BOCY DOT, 
— [AM 2), 


(A =1, 2, 3). 


Par conséquent, les produits extérieurs [AY x] ont la mème valeur 
pours = 1, 2, 3, 4. Si l’on désigne cette valeur par #, on a 


(XNNI,) [AY BCA DY) = £, (7 1, 2, 3, 4). 
De mème on déduit des égalités (XXVII,) 
[AU AG AS AO) = — [ AG a] == —_ f$ 
ou, plus généralement, 


[AG AU AUD AUD] --- [Bed BE Bay Bee] 


, | 
(XXXI;) = [CH CC) CEO] = (DO DID) DO] EL. 


Dans ces produits extérieurs, les indices £,, 7,, &,, 2, sont differents 
les uns des autres et désignent les nombres 1, 2, 3, 4; suivant qu'ils 
sont choisis de telle manière que les permutations ¢,, @,, 03, 2, et 1, 2, 
3, 4 appartiennent à la même classe ou non, $£ prend le signe — ou +. 

Donc 


5° Les tétraédres dont les sommets sont formes par les points. places 
dans une ligne ou dans une colonne de l’arrangement (XX VW), possèdent 
le même volume. 


Les produits extérieurs que j'ai envisagés jusqu’à présent ont, sans 
exception, la dimension 3 ou la dimension 4 (voir mon Mémoire cité, 
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p. 218): je vais envisager encore quelques produits extérieurs dont la 
dimension est égale a 2. | 

Au moven des egalites (XXV ), on obtient aisément 


[AA B*J—-[C4*D*]=[A-Bej—[O-De}, 412.30 


Par conséquent l'expression [A/B/]=+[C/ D/ ] reste invarıable 
pourj= 1,2, 3, 4. En désignant sa valeur par T*" et en permutant 
les lettres A, B, C. D. on est conduit ainsi aux égalités suivantes 

’ - 


[A/B/]—-[C:D/]-.Tr248, 
(NNNTD, - [A2 C/]—- [D’B’]=T*°, 
[k’D’j-—-[B’/ C’]J=T*+®. 


D'une façon tout à fait analogue on trouve 


[AA ]J—[A/A:] 
= [B* B4]—[B/ B+] 


(XNXIID) "IC CFJ—[O'C*) 
| 10” D* J+ [Di D+] 
= LR I 


(h, kK, d=1, 2, 33 2, 3, 133, 1,2). 


Les égalités (XXXID) et (XXAIIL) entrainent de nombreuses consé- 
quences dont la plus simple, qui complète d’ailleurs la proposition 4°, 
S ÉNONCE AINSI : 


6° Selon partage, dans deux lignes ou dans deux colonnes de Uar- 
rangement (XXV1), les quatre points et leurs correspondants en deux a 
deux, les quatre couples de points qui s'obtiennent ainsi déterminent 
quatre droites, appartenant au même système de génératrices d'un hy- 
perboloide à une nappe. 


Les égalités (XXV) dont j'ai déduit les résultats précédents, bien 
qu'elles soient très simples, ne sont pas symétriques, parce que les 
points A®%,..., D'® jouent, dans elles, un rôle préféré. Pour cela, je 
vais transformer ces égalités ct leur donner une forme nouvelle et 
symétrique, en représentant tous les seize points AY, ..., D 
(jy = 1, 2, 3, 4) par les mêmes quatre points Et", E®, E®, EN. 


SUR UNE NOUVELLE MANIERE D'ÉTABLIR LES RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC. 289 
A cet effet, j’exprime identiquement les neuf coefficients 
Ann(Mm, AI, 2, 3, 4) 


d’une substitution orthogonale à déterminant + 1 (voir le n° 7, théo- 
reme III, p. 272 de ce Mémoire) au moyen de quatre quantités a,, q,. 
a, Q,. 

D'après les formules bien connues d’Olinde Rodrigues, on a 


— v2 2 2 2 
a= a?-+ af+ a+ ai, 


eurer 0.09, =a?— a? — a? + a? 1.02 2( 0,0, — a, a, 2.03 2(a,03-+ aga, ), 
(XXXIV) 1 2 3 4? ( y )» 
0.0, — 2(a,0,-+ a,0,), Q.My9— at — af + a} — a}, 1. Ag, — 2(a,a,— a,a,), 
— — — a2 2 2 2 
1.0, 2(a,0,— 0,05), 0.0, 2 (0203 + N,0,), Q.M33— a; + a, — A,— ay. 


En substituant ces valeurs des coefficients a,,, dans les expressions 
pour A, ..., D qui proviennent des égalités (XXV) pour 4 =1, on 


obtient 

aAY—= a( ay BO+a,C® + 0,D)—a,( a, Bi) — a, Ct + a, DA) 
— a,(— a, BO) — aC) + a, DS) + a, (— a, BO + asC + a, DE), 

e.B’= aC aC +a,A0)+ a, DE) + a,(— a, €™ — a, A + a, D!) 
+ a,(—a,C') +a, A + a4,D’) + 4;( ,C9 — a, AG) + a, D), 

acc!) —=—a,( a, A® + aj BO + a, D) + a, (— ag A) + a, BO + a, D) 
—a,( aA) — a, B+ a, DM) + a,(— a, AM — a BO + a, DE), 

a.DYO——a,( a A+ 4, BO + a,c) — a,(— a, AM + a, BO) — a, CO’) 


+a,( a,A)— 4, BO)— aC) + a,(— a, AM — a, BO) + aC”). 
Si l’on pose, dans ces expressions, 


a, A + a, BO + a, CO) + a DO =a. EO, 

—a, A+ a, BO — a, CO) + a, DO =a. EO), 

La, AM — a, BO — 0, CO) + a, DO) =a. EO), 
—a, A — a, Bo + aC + a, D — a. EM, 


(€) 


elles prennent la forme simple 


AM a Et) aE?) — a, E® +aE®), 
BO a, El) + a, Et + a, EO + a, EG, 
CO) — — aE + a, EE: — a, E® + a, Et, 
DO —— a, Et) — a, E® + a, EG) + a, Et. 
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D'une manière analogue, on peut représenter au moyen des points 
Et, ..., E® les points A®, ..., D®, A, ..., D® et tirer des éga- 
lités (©) les expressions pour A“, ..., D. C’est ainsi que l’on obtient 
les expressions suivantes des seize points AY’, ..., DY, au moyen de 
quatre constantes et de quatre points : 


AM a, EM!) — a, E@)— a, EO + a, EG, 
y A — a, EM — a, E+ a, EG) + aE”, 
ARM ag EO) + a, EO + a, EG + a, Et, 
A®—= a, Et — a, EM + a, EG — aE; 
BU — a, Bi? + a, E®) + a, EM) + aE, 
B®@)— a, BE — a, E® + aE — a, EY, 
B® — — a E+ a, Ei?) + a, E® — a, EO, 
Bo) — 4, E + a, E® — a, EG) — a, E®; 
(XNXV) 
CO =— aE + a, EE) — a, Ei) + a, EE), 
CH — a E+ a,E® + a, EG) + a, E™, 
= a E+ a, E® — a, EG) — a, EO), 
C4) — a, Et) — a, E®— aE + a, EO; 
DO = — a, EE — a, E®) + a, EG) + a, Et, 
DE = — a, Et + a, EU) + a, EG) — a, Et), 
D‘ = — a,E00 + a, E'?) — a, E) + a, EG, 
D®-— a E") + a, E® + aj E® + a, EM, 


Ces expressions symétriques de seize points A®, ..., D possèdent 
exactement la même forme que j'ai prise, dans mon Mémoire cité, 
comme point de départ pour la représentation des points (voir loc. cit., 
p. 20%). Par conséquent, on peut employer aux points A", ..., D™, 
aux droites, aux plans et aux configurations qu'ils engendrent les 
principes y exposés. Tout particulièrement, si l’on pose (voir loc. cit., 


p. 206 et 210) 
[EY EM EG EY] = +, 


[EG EG) EG] — gf), 
[EO B®) EO] = — er, 
[EO E® Et] — gM), 


[EU EU) E® ] = — ett), 
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on obtient, pour les seize plans al‘, ..., 6", des expressions tout à 
fait analogues aux expressions (XXXV) et en provenant, si l’on rem- 
place, dans les expressions (XXXV), A? et EY par a et a.e(/), sans 
changer les coefficients a,, a,, a,, a,. Par exemple, de expression 
pour A", savoir 


AQ) — a, Et — a, E (2 — a, E(3 + a, Ei»), 
on tire l'expression suivante pour a!" 

att? — a(a,e!!) — are?) ae + a, ef), 
De là résulte 


[A'P 20] —a (a? + a? + a? + a?) [EG EG) EME] 
ou 
[AM XD] — at 


ou 
£ — a*. 


Donc, si l’on pose a —1 et, par conséquent, aussi # — 1, les 
expressions (XXXV) fournissent encore la représentation des seize 
plans «",..., 00, définis, de deux manières, par les égalités (XXVII,) 
et (XXVII,), si l'on remplace dans les expressions (XXXV) A” par 
a) et EY) par ef”. Comme ainsi les points AY) et les plans a sont 
représentés par les mémes égalités, les relations qui en découlent ont 
lieu pour les uns et pour les autres. Je ne m’arréterai pas à ces relations, 
tres importantes et tres nombreuses, mais j’indiquerai quelques-uns 
des problemes, beaucoup étudiés, dont elles forment la solution ana- 
lytique. 

D'après la manière de représenter les tétraèdres desmiques que j'ai 
établie dans le Tome XXIX des Mathematische Annalen, p. 581, les ex- 
pressions (XXXV) mettent en évidence que les points A“, B®, C®, 
D®: AG), Bi, CY, DO: AG, BO, Cm, D@: AG, BE, C®, D( forment 
les sommets de quatre tétraèdres, dont chacun est desmique au 
tétraèdre de référence Et, E®, E®, E®. Par conséquent, les proposi- 
tions, découvertes pour les tétraedres desmiques par MM. Hermes, 
Reye, Schröter, Stephanos, Veronese et d'autres géomètres, ont lieu 
pour les points AŸ et les plans a". C’est ainsi que la configuration, 





SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE D 'ÉTABLIR LES RELATIONS ALGEBRIQUES, ETC. 293 


par les fonctions q,;, 937» 937, q;: u; où les u, désignent de nouvelles 
fonctions qui dépendent des fonctions g,,, 7245 934, Jar» au Moyen des 
relations (£) du numéro précédent. 

Les expressions (XXXV), ainsi transformées, offrent une propriété 
remarquable et importante : elles représentent les seize expressions 
qui s’obtiennent, si l'on compose les éléments placés dans les lignes 
des deux systèmes suivants : 


a), Qs, — A, ay, Uy, — U, Us, Un 
— a, > ds a3, Un, Uy, — U, Us, 
a, — 4, a1, 9, — U, uy, Wy, Us, 
ds as, Mes —AM,, Us Us, Ug, — Uy. 


Or l’un de ces systèmes et l’autre représentent les seize coefficients 
d'une substitution orthogonale à déterminant positif, et, d’ailleurs, 
identiquement ; par conséquent, le système composé jouit de la même 
propriété. De là résulte non seulement une nouvelle démonstration 
du théorème If du n° 7, mais encore la conséquence importante et 
féconde que les relations qui découlent de ce théorème deviennent 
des identités absolues, si l’on exprime les fonctions g;; par les con- 
stantes a; et les fonctions u,. Cette remarque entraine l’autre que les 
quantités a,, u; ne jouent que le rôle de paramètres et qu'elles peuvent 
être remplacées, par conséquent, par d'autres quantités qui dépendent 
d’elles d’une manière tout à fait arbitraire. Comme d’ailleurs les rela- 
tions rosenhainéennes et les relations gépeléennes deviennent elles- 
mèmes des identités absolues, si l'on introduit les paramètres a,, u,, 
on obtient le théorème très général : 


THÉORÈME VI. — On peut composer, et d’ailleurs d'une infinité de ma- 
nieres, des seise fonctions q;; d autres seise fonctions Q,;;, et des neuf 
constantes Qn, d'autres neuf constantes Amn, de façon que les fonctions 
Q;; sont les seise coefficients d'une substitution orthogonale à determi- 
nant positif, et que les neuf constantes À, sont les neuf coefficients 
d'une substitution orthogonale a déterminant + 1. St les fonctions Q,; ct 
les constantes Ann proviennent des fonctions q;; et des constantes Any, en 
remplaçant les paramètres a;, u; par d autres, convenablement choısıs, 
toutes les relations établies dans ce Mémoire subsistent encore pour ces 
fonctions et ces constantes nouvelles. 
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Je vais terminer ce Mémoire en établissant une conséquence très 
particulière du théorème précédent : 

Si l’on remplace tout simplement les paramètres a;, u, par leurs 
carrés a”, u;, on obtient le corollaire suivant : 


ConoLLaiRe. — Les théorèmes II et III, ainsi que les relations (XXT), 
(XXIT), (XXIV) et toutes les conséquences qui en découlent, subsistent 
encore si l’on y remplace les fonctions q;; et les constantes à, par les 
fonctions Q;; et les constantes À,, définies comme il suit : 


Qui $5 (911 Ves + Ya: 733) Qsi 3 (Qui Jia t Jes Gr) 
(Sin E(Qie Jar + ss ua) Que 3 (93e + Vist Vist Tı) 
Qis= 3 (9is + 951+ dis + Tr) Qu: = 3 (33 ui + Qi 922)» 
Qis =F (Qi 732 + Qui Jas )s Q3,= ! (ss Int Gus Gras 
td + Tat 43: Os) Q,:= 4 (901 sr + 9 Ju) 
Q22 — 4 (97294 + Jaa Jin )s Que — 3 (ges 13 + Is Qu) 
Qs3— À (9323 Jaa Wis Jat Ds Q;5 — L (ss Jui + 91:9) 
Qe, = 5 (925 Jıs+ 912951)» Q,=4 (Vii + ie + Jia +); 
el 
A=} (ai, + As + dis +1) 
À. À, = 044 + Ass O53, A.A, = 5 (03, +a?,), AA, ay, O53> 
A. Ay, = an Og}, À. À: = Qos + O33 its A. A3 = (02, + a?,), 
A.A,,— 1 (a2, -+0?,), A. Ays == Go O39, AV. Ass 033 + Oy, Ogg. 


De la même manière que les Q,; et A,,, sont composés des q;; et 
durs ON peut composer des Q;; et A,,, d’autres fonctions et d’autres 
constantes, et ainsi de suite. De cette façon, le théorème précédent et 
tout particulièrement le corollaire que je viens d’établir donnent nais- 
sance à une échelle de fonctions el de constantes, liées entre elles par 
les relations que j'ai établies dans ce Mémoire et par d’autres qui en 
découlent. 


LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 


ET LES 


SOUS-GROUPES DU GROUPE ARITIIMETIQUE, 


Par M. X. STOUFF, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


Il est évidemment d’un grand intérêt d'augmenter autant que pos- 
sible le nombre des principes qui peuvent servir à définir des groupes 
de substitutions linéaires ('). Il arrive souvent que ces principes 
peuvent se ramener les uns aux autres; mais chacun d'eux permet du 
moins d’envisager la question à un point de vue spécial et de préciser 
les véritables difficultés. C’est ce qui m'a décidé à publier ces recher- 
ches. 

L'idée qui m'a servi de guide se trouve en partie dans un Travail de 
M. Sylvester relatif à la loi de réciprocité ordinaire pour les nombres 
réels (?). Mais, à cause d’une circonstance qui sera approfondie dans 
la suite, cette loi de réciprocité ne permet pas de définir de sous-groupes. 
du moins d’une manière simple. Il faut avoir recours aux lois de réci- 
procité des nombres complexes, données déjà en partie par Gauss, mais 
surtout par Eisenstein (*). Dans le dernier de ses travaux sur ce sujet 


i nn —— - pr —— 


(1) KLein, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, p. 418, 
1890 ; Teubner. — Comparer aussi : Faicks, Veber die ausgezeichneten Untergruppen, etc. 
(Mathematische Annalen, t. XXX; 1887). 


(?) SYLVESTER, Sur la loi de réciprocité dans la théorie des nombres (Comptes rendus 
des séances de l’Académie des Sciences, p. 1053; 1880). — Comparer aussi : GEGENBAUER. 
Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschaften von Wien; 1885. — Ueber das 
Legendre-Jacobische Symbol. 


(3) Eisenstein, Reciprositatsgesets für die cübischen Reste (Journal de Crelle, 
t. XXVII, p. 289). — Nachtrag zum cübischen Reriprocitätssatse (Ibid., 1. XXVIII, 


296 X. STOUFF. 
(Journal de Crelle, Bd. XXXIX), ce géomètre fait observer que l'intérêt 
des lois de réciprocité consiste surtout dans leurs démonstrations. Il 


n'est donc pas inutile de faire voir ici qu’elles se rattachent à une 
théorie importante, celle des substitutions linéaires. 


1. Considérons d’abord les substitutions à coefficients entiers réels 
_ as+3 Si 
7 y3+09 PT 
a—I1=9—1=$=7)=0 (mod. 4); 


elles forment un groupe bien connu G. 
J'envisage le signe de Jacobi (2) tel qu’il est défini dans la Theorie 
des nombres de Dirichlet, p. 104, et j'introduis un nouveau signe [=| 


que je définis de la manière suivante. m est un nombre pair positif ou 
negalif, n est un nombre positif ou négatif et toujours congru à 1 
(mod. 4). 

Soient m’ et n’ les valeurs absolues de ces deux nombres, on aura, 
par définition, 


si l’un au moins des deux nombres m ou n est positif, et 


ml 2) 
n| n'y? 
si ces deux nombres sont négatifs. Faisons les remarques suivantes. 


1° Le groupe G est un sous-groupe du groupe 1 des substitutions 


B=y=o (mod.2); 


— —— a — — — mm — - — —— -—_- m un 


p. 28). — Lois de réciprocité (Ibid., p. 53). — Fundamentaltheorem für die biquadra- 
tischen Keste (Ibid., p. 223). — Einfaches Mittel sur Auffindang der höheren Reciproct- 
tätsgesetse (Ibid., t. XXXIX, p. 351). — Voir aussi Buscue, Arithmetischer Beweis des 
Reciprocititsyesetses für die biquadratischen Reste (Journal de Crelle, t. XCIX, p. 261). 
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2° Le groupe H admet comme substitutions generatrices 


T:(s, 5+ 2), u: (2, = ), 


25+! 





qui correspondent aux substitutions homogènes 


cin r+2y, 
yin y; 


æ in x, 


T’ 


U’ 





yinar+y. 


Cette proposition est bien connue. Le groupe H n’est autre que le 
groupe du mod. 4? de Legendre. 

3° Si l’on considère un système de deux nombres, x pair et y congru 
à ı(mod.4), et si l’on applique à ce systeme les substitutions T’ et U’ 
et leurs inverses un nombre quelconque de fois et dans un ordre quel- 
conque, x reste toujours pair et y congru à 1 (mod.4). 

En effet, T’ ou T'-‘ ne changent pas la parité de x, et U’ ou U’-‘ ne 
changent pas x; donc, si x est primitivement pair, il reste toujours 
pair, T’ ou T’' ne changent pas y, et x étant pair, U’ ne fait varier x 
que d’un multiple de 4. C. Q. F. D. 

4° G étant un sous-groupe de H, toute substitution S de G peut 
s'exprimer par un produit de substitutions T et U; je dis que, dans ce 
produit, T figure un nombre pair de fois et que U figure aussi un 
nombre pair de fois. 


En effet, soit S (3 ae et) une substitution du groupe G et 


73+0 
2 pinaxr+8y, 
y in yx + oy 


la substitution homogene correspondante. La substitution S’ trans- 
forme évidemment un systeme de deux entiers p et g tels que 


P=q—'!1=0 (mod.4), 


en un système de deux entiers qui jouissent des mêmes propriétés. 
, "hs 1— PE T 
Or U ne change pas x; T’ ou T* change la parité de —; donc, 


pour que p primitivement divisible par 4 redevienne divisible par 4, 
il faut que T’ soit employé en tout un nombre pair de fois. 
Ann. del’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Octosre 1893. 38 
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On observera que S’ transforme aussi un systeme de deux entiers p 

et g, tels que 

p-ı=qg=o (mod.4), 
en un systeme de deux entiers jouissant des mémes propriétés. Or T’ 
ne change pas y, U’ change la parité de J; donc, pour que q, primiti- 
vement divisible par 4, redevienne divsible par 4, il faut que U’ soit 
employé un nombre pair de fois. 

La réciproque est vraie. Ainsi, pour qu'une substitution de H soit 
une substitution de G, i faut et il suffit qu'elle contienne un nombre 
pair de fois la substitution T et un nombre pair de fois la substitution U. 

Il est facile de reconnaitre d'après cela que le groupe G admet pour 
substitutions génératrices 


T?, U, TUT, UT?U, TUTU. 
Observons, de plus, que si l’on transforme l’un des systèmes p, q 
p=97-1=o (mod.4), 
P—1=q—=0 (mod.4), 
par les substitutions T’ et U’, les parités de L et de 2 sont respective- 
ment égales aux parités des nombres de fois que les substitutions T’ 


et U’ ont été employées. 
3° On a toujours 





D'après les propriétés bien connues du symbole de Jacobi, cela est 
évident dans tous les cas, sauf peut-être celui où x est négatif et m et 
m+ 2kn de signes contraires. Supposons donc m positif 


m+akn=— m, n=—n, 


m, etn, étant positifs. On a 


EG) CC) 
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les unités 6 et e ne dépendent que de m; donc on a aussi 


m m gin+2im-1) slin+2imit 1] n+ alm 
—___— — EEE =0 £ Île 
n + 2 lm n + 2 lm nm ? 


en réduisant et en comparant ces deux égalités, on a 


im 
m [er 
| [| 


im 


— 


si m est doublement pair, e* égale 1; si m est simplement pair, € 
égale — ı, et l’exposant est impair; le théorème est donc démontré 


dans ce cas. 


Deuxième cas : n et n+ 2/m sont tous les deux négatifs. On rame- 
nera les signes [ ] aux signes de Legendre () et l’on suivra une marche 
absolument analogue à la précédente. 


Troisième cas: n et n+ 21m sont de signes contraires. Supposons, 
par exemple, n positif et n+ 24m négatif et égal à — n,. Ce cas se 
subdivisera en deux autres. 

A. mest positif : 


m m agit) tm) / rn 
— [= --]—=0 € —7)» 
n n m 
. 1 Ins 
|, m m gan sid) fn; 
—I-(—-)=$0 € — 
n + alm ny m 


1 1 im 
in—1)+1 -(a?9—1)+—/—N 
— 2 2 2 
gia—lj+1 mt) + —ı\/n ; 
0 € m |} \ mt)? 
— I 
(a) = 
din 
m Te m 
— | —E — |) 
n + alm n 


ce gu il fallait démontrer. 





done 
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B. m est négatif : 
m) _ a*m'\ _ git) gis n 
nl n En m')’ 
m EH 2X m’ EH mn a tnt) ny, 
n+alm]| ny J n' 


1 1 
=(a—1)+1 -(n!—-1)+ 
— 3? ge’ 








CET 
in 
CA | 
~ + 
St 
N 
S|s 
NL 


on suppose que 6 et € correspondent à 2*m’; donc 


3—(=! 
7 
Im 
m — [mm 
—— | —=—-e" | —|;, 
| |= | 


ce qu’il fallait démontrer. 


et 





Considérons une substitution du groupe G, et réduisons : en frac- 


tion continue en ne prenant que des quotients pairs et des restes posi- 
tifs ou négatifs, mais moindre en valeur absolue que le diviseur em- 
ployé. En supposant, pour fixer les idées, que le nombre des quotients 
incomplets soit pair, nous aurons, en les désignant alternativement par 
les lettres a et b affectées d'indices, 











(1) aa + — 
20, + : 
23 + : 
2 D: + . 
CRT 
oy | 
| 2ant op 
et, par suite, 
(2) Ptas_,, + 
6+73 ' b, + 
+ - 
2 An + 
20, + 
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La substitution considérée peut alors se représenter par le produit 
(3) U21%...Un TU; 


on à 
Ay+Q2+...4+ 4,+ 6226,4+...+6,=0 (mod. 2). 


Soient L,, te, ts, ..., l, ceux des indices des a ıimpairs tels que le 
nombre total des substitutions T qui se trouvent à leur droite dans le 
produit (3) soit impair; considérons un systeme de deux nombres p 
et g, tels que 


(4) P=q—1t=0 (mod. 4). 

Soumettons ce systeme successivement aux substitutions 

U's, Tis, U%, ...; 
nous obtiendrons des systèmes 
Pr 95 P'r 93 Pr AT A a 
le dernier sera 
pq +ap, oq + yp. 
Soit r le nombre de fois qu’une puissance de la substitution U’ fait 


changer de signe g”; p étant négatif ('). 
Nous aurons en tenant compte de la sixième remarque 


[57 + “P| — (jte [2]. 
97 + 7P q 

Ceci posé, considérons une substitution du groupe G. Elle sera de 
la forme (3), & cela pres que le produit pourra commencer par des 
substitutions T et finir par des substitutions U. En parcourant le pro- 
duit de droite à gauche, comptons le nombre o de fois qu’un exposant 
impair de U a, à sa droite, un nombre total impair de substitutions T. 
Les substitutions du groupe G pour lesquelles ce nombre est pair forment 
un sous-groupe T. En effet, le nombre os, relatif à la substitution SV, 
est la somme (mod. 2) des nombres o relatifs aux deux substitutions S 


rm mr rr OC + a nn meme ee = = 


(1) Cela revient à la considération de la chaine reductive de M. Sylvester. 
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mi ’ ° L 9 
de | — |; pour les valeurs négatives dem et den, on ne pourrait pas s’en 


dispenser; mais on reconnait aisément que tout autre choix présente 
un désavantage équivalent. 

Nous verrons, au contraire, que les lois de réciprocité des nombres 
complexes donnent des caractères tout à fait satisfaisants. 


2. Considérons le groupe G des substitutions à coefficients entiers 


réels 
AS + a 
(=, 5) aù — By —:1, 


S=o (mod.3); 





ce groupe admet pour substitutions génératrices 


[4 


T(:,3+-3), u(:, +) 





Je ferai, dans ce paragraphe, usage de la loi de réciprocité cubique et 


j'entendrai le symbole — | dans le sens adopté par Eisenstein. Con- 


sidérons 2] où le denominateur est tel que 
c+dp 

(1) c=o (mod.3), d=1 (mod.3), 

on aura 


c+dp——p(c+ d'p), 
c'+ d'p étant un nombre primaire d’Eisenstein, c’est-à-dire tel que 
c'+i=d'=0(mod.3). Ce symbole n’est appliqué par Eisenstein que 
lorsque le dénominateur est un nombre primaire. Nous ajouterons à la 
définition d’Eisenstein cette définition complémentaire bien naturelle 


3(a+bo)) _ 3(a + bp) 
c+dp | | c'+d'p |’ 


mais il ne faudra appliquer les règles d’Eisenstein (') qu'aux symboles 
où le dénominateur sera primaire. 





es nn mS Ne Re ne nee 





(1) Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 28. 
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Quant au numérateur, nous examinerons seulement trois cas. Nous 
dirons que le caractère du numérateur est 


(2) o pour a=2, b=ı (mod.3), 
(3) ı pour @=2, b=2 (mod.3), 
(4) 2 pour a=2, b=o (mod.3). 


Dans le premier cas, le numérateur est de la forme 


3(—1)*p#(1— p)(a'+ b'o); 
dans le second cas 
— 3p?(a‘'+ b'p); 
dans le troisième 
3(a'+ b'p), 

où a’+ b'o est primaire. 

Je désignerai par N(L) la norme d'un nombre complexe L. 

Voici d’abord quelques remarques analogues à celles du premier 
paragraphe : 

1° Si l'on soumet le système 


3(a+ bo), c+do 


aux substitutions homogenes T’, U’ qui correspondent aux substitu- 
tions fractionnaires T et U un nombre quelconque de fois et dans un 
ordre quelconque, la nature du dénominateur ne change pas, c’est- 
à-dire que c reste toujours congru à zéro et da 1 (mod.3). 

Le caractère final du numérateur est congru au caractère primitif 
augmenté du nombre de fois que la substitution T’ a été employée 
(mod. 3), en supposant, bien entendu, que le système primitif présente 
l'un des trois cas que nous avons examinés. 

Afin d'éviter une confusion qui ne produit cependant pas d’incon- 
vénient essentiel, il ne sera pas permis de changer simultanément les 
signes des quatre coefficients d’une substitution de G. On devra tou- 
jours supposer 6 congru à ı (mod.3). 

2° Soit K le sous-groupe de G formé des substitutions pour les- 
quelles 3 est divisible par 9. Pour qu'une substitution de G appar- 
tienne aK, il faut et il suffit qu'en la décomposant en substitutions T 
et U le nombre total de fois qu'elle contient la substitution T soit di- 
visible par 3. 


Ann. del’ Fe. Normale. 3° Serie. Tome X. — Ocrosre 1893. 39 
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3° Je compare le symbole 


Zr] 


et le symbole 
| __3(a+ bp) nl 
c+dp+3l(a + bp) 
qui résulte du premier par la substitution U”. Je distingue trois cas : 
I. Le caractère de 3(a + bo) esto. On a 


EE ENS + b'p) 
c+ dp c'+ d'p 
7 _ [Cate — pia’ (a+ b'p)), 
c'+d'p 


(1 — 9)? étant un cube parfait, on peut le supprimer sans altérer le 
signe. Il reste 


her phot) a bi 
|; C+dr c'+ d'p. 
RHIN ie+d'p)—1] c'+ d'p (R+2Nletd p)- 1] elt d'p° 
— 3 GE u __ 3 LTER . 
—p (Fe) (u) 
Le nombre c + 3la + (d+ 31b)g est de la forme — p(c”+.d";), 


c” + d'p étant aussi un nombre primaire, qui ne diffère dec’ + d'p, 
que par un multiple de a’+ b’p; donc 











3(a + bp) | {Bt DI Ne+ alan (d Hp 1} c'+ de) 
EF ia + (dr Bye |= ote). 
Ona 


N[c + 3la + (d+ 3lb)p] =(e + 3la)*— (ce + 3la)(d + 3lb) + (d + 31b}, 
N(c+ do) =c?— cd + d? 


et, par suite, 
N(c+ 3la + (d+ 3lb)o0]— N(c+ dp) = 3l(26—a) (mod. 9). 


Or 2b — a est congru à o (mod.3). Donc 


7 _ $(a+bp) 3(a+bp)] 
c+3la+(d+3b)p c+dp. 
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II. Le caractère de 3(a + b:) est 1. 


Era =| = — 3p? = — pi À Ld + Niet d'p) -1: E el 


c + dp c'+ d'p a'+ b'o 
Or 
c'=c—d, d'= c, N(c'+ a'p) = N(e+ dbp), 
donc 
(5 3(a + bp) 5 le+Nic+dp)--1] | 
c+dp = P° a'+ b'p}’ 


on aura de méme 





6 _3(a + bp) | u ier 8a Nbc day id 30h pl 1) erde) 


Or, dans les formules (5) et (6), la différence des multiplicateurs de ; 
dans les exposants de 9 est, en tenant compte des congruences (1), 
congrue à 6/b(mod. 9). Mais, b étant congru à 2(mod. 3) ona 


| ns | = ere 
c+3la+(d+3lb)p] — c+dp _ 


III. Le caractère de 3(a + bp) est 2: 
3(a + bo) 3(a'+ b'o) c'+ d'p cfe+dp]. 
ET ER Tacos? [esas 


de même 
| 3(a + bp) ]= Er 


c+3la+(d+3lb})p a'+ b' 


donc 


___ 8(a + Op) _ | — pl Era 
EE = c + dp 


Ceci posé, considérons une substitution S du groupe K, et suppo- 
sons-la exprimée par les substitutions T et U 


S — Ta U. TS US... Te U%, 


on aura 
Q,+agt+...+@,=0 (mod.3). 
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Désignons par r,,r,, ...,r, le nombre total des substitutions T qui 
se trouvent respectivement à {a drowe des exposants b,, b,, ..., b, de U. 
Considérons un système 


[3(a + bp), c + dp). 


La substitution homogène S’, qui correspond à la substitution S, trans- 
forme ce système en un autre 


3(e+fp), g+rhpm 


et comme le nombre total des substitutions T employées est congru 
par rapport au module 3, le caractère de 3(e + fo) est le même que 
le caractère primitif. 

D'après la troisième remarque, une substitution U’ multiplie le sym- 
bole de Jacobi par 97%, r, étant le nombre total des substitutions T qui 


sont à sa droite; on a donc 


5) E (c+ fe) = printer) E (a+ = | 
g+hp C + do 

Les substitutions S, pour lesquelles 

(6) ob ryt br, +...+buFn 


est congru (mod. 3), forment un groupe R, parce que, dans la substi- 
tution SV, Set V étant deux substitutions du groupe K qui jouissent de 
la propriété (6) pour déterminer o, on peut faire abstraction, chaque 
fois que l’on considère une substitution U des substitutions T, dont V 
est composée, puisque V appartient au groupe K et que le nombre des 
substitutions T qu’elle contient est congru (mod. 3). Le o de SV est 
donc congru à la somme des o de S et de V. 

C'est précisément le groupe R que j'avais en vue et dont je me pro- 
posais de donner le caractère arithmétique. 


Pour qu'une substitution à coefficients entiers réels de déterminant 1 
appartienne au groupe R, il faut et ul suffit que 


B=o (mod.9), 


LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ ET LES SOUS-GROUPES, ETC. 309 
et que, en prenant au hasard un système de deux nombres complexes 


[3(a+ bp), c+ dp], 


a = 92, bzı, C=0, d=ı (mod.3), 
on aut 





Boas PA +Ble rd J — ES + |. 
3y(la+bp)+ölc+d)] | c+dbp 

Signalons encore une circonstance extrêmement remarquable. La 
possibilité de définir un sous-groupe R, à l'aide des deux nombres 
complexes 3(a + bc), c + ds, tient essentiellement aux congruences 
imposées au second des deux nombres; en effet, si, au lieu de supposer 
e divisible par 3, nous prenions, par exemple pour c + do, un nombre 


primaire d’Eisenstein, nous verrions facilement que les substitutions 
3(a+ bp) 


du groupe G laissent le symbole | c+ ds 


| absolument invariable. 


3. La théorie des restes biquadratiques fournit des résultats ana- 
logues. Revenons au groupe G du premier paragraphe. J’emploie, pour 
représenter le caractère biquadratique, le symbole d’Eisenstein (') 
[ .  ], et je l’applique à un systeme de deux nombres entiers com- 
plexes 


(1) a(a+ bt), c+ di, 
ou 
(2) d—ı=c=o (mod. 4), 


de sorte que 

c+di=i(c'+d't), 
c'+ d'i étant un nombre primaire d’Eisenstein. Il faut encore faire une 
remarque analogue à celle de tout à l'heure. Eisenstein n’applique son 
symbole que dans le cas où le second nombre est primaire. Nous con- 
viendrons que 


[2(a+ bi), c+ di] =[2(a + bi), c'+ d'il. 





—— — nn m 


(1) Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 223. Comparer le Mémoire de Busche déjà cité 
(Crelle, 99). 
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Relativement à a + bi j'examine quatre cas : je dis que le caractère 
de a — biest 


(3) o pour a=1, b=s (mod. 4), 
14) ı pour a=s, b=2 (mod. 4), 
tr) 2 pour azı, = 3 (mod. 4), 
‘6) 3 pour a=ı, b=o (mod. 4). 


Dans le premier cas, le nombre 2(a + bi) est de la forme 
®(1-+- U)? (a+ b't): 
dans le second, de la forme 
t(r+ ti) (a+ biz: 
dans le troisieme, 
(1 + 1) (a —+ bt); 


dans le quatrième, 
e(1+ 4)? (a + b'i), 


a’ + b’i désignant partout un nombre primaire. 

Remarquons que la nature du dénominateur ne change jamais, 
lorsque l'on soumet le système (1) aux substitutions T’ et U’ du pre- 
mier paragraphe. Quant au numérateur, la différence entre son carac- 
tere final et le caractère primitif est congrue (mod. 4) au nombre de 
fois que la substitution T’ a été employée. 

Je rappelle les formules d’Eisenstein : on a 


3 
-(C— 


iz) [é, c'+ d'i] — 2! , 
1 
| | te d'=d=1 
(8) Li+é c'+d'i]= à , 
IS Ur re ae I Dee , 
(9) [a'+ bi, c+di)=(— ı)? [c'+ di, a + bi]; 


a’+ bi et c'+ d'a désignent partout des nombres primaires, c’est- 
a-dire pour lesquels la partie reelle est congrue à 1 et la partie imagi- 
naire congrue à o, ou la partie réelle congrue à — ı et la partie 
imaginaire congruc à 2(mod.4). De plus, par suite des hypothèses 
antérieures, nous n’aurons, comme on le verra dans les calculs sui- 
vants, à employer la formule (9) que lorsque le second nombre appar- 
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on aura de même 


[2(a + bi), c+ 4la+ (d+ 4lb)i] 
__ Ere gla eee ala SE PO a+ b'il 
in réduisant les exposants de z (mod.4), on trouve ainsi 
[2(a+bt),ce+ hla+ (d+ 4lb)t) = (—1)'[2(a+ bt), c + di]. 


III. Le caractère dec + di est 2, ona 


[a(a+bi),c+ di] =fic'+d'iPli+i c'+ di} [e'+d' i, a'+ b'i] 
3 
le —1)4+ te —d'—d'i—1 . 
=p Te [+ d'i, a+ b'i] 


3 
d—ti+rtd+ c—ct—1) 


=! [e’'+d'i,a'+ bt]; 


on aura de méme 


[2(a+ bt), c+ 4la+(d+4lb)i] 
= GA EAU be Se be) [c’ + d'i, a' + b'i] 
et, en tenant compte des congruences (5), 
[e(a+ bt),c+ 4la+ (d+ 4lb)i)=[2(a+ bi), c + di]. 


IV. Le caractère dec + di est 3. 


[ar bi,c+d)=[i, c+d'iPhi+ic+ d'iPfe + di, a+ b'il 


dette dt dt 1) 
2.2? 2 [+ di, a'-+ b'i] 


9 1 
- — —_01— 
314 D+,td+c c!—1) 


—l 


[c'+ d'i, a+ b'i], 
de même 
[2(a+ bi), c+ 4la+(d+ 4tb}il 
9 1 
i dt bi +- (d+ blb+eo4 late sa 1). . . 
EL 2 [e’+di,a’+b'i| 


el, en tenant compte des congruences (6), 


2a(a+bi),c+ 4la+ (d+ 4lb)i] = (-- ı) [a(a + bt), e+ di]. 
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En résumé, le caractère biquadratique de 2(a + bi) par rapport à 
c + di ne change pas, quand le caractère de 2(a + bi) est o ou 2. Le 
caractère biquadratique est multiplié par (— 1)’ lorsque le caractère 
de 2(a + bi) est 1 ou 3. 

En revenant aux considérations du n° |, envisageons une substitution 
homogène S’ décomposée en substitutions T’ et U’. Je suppose que la 
substitution fractionnaire S qui correspond à la substitution S’ appar- 
tient au groupe G. Si l’on suppose S’ décomposée en substitutions T 
et U’ et si l'on soumet le systeme 


2(a+ bi), c+ di, 


successivement, à ces substitutions, à partir de la droite, le premier 
nombre du systeme final 


a(e+ fi, gthi, 


possède le même caractère que 2(a + bi); soit o la somme (mod. 2) 
des exposants des substitutions U qui ont à leur droite un nombre im- 
pair de substitutions T, nous aurons 


[2(e+ ft), g+ hi] =(—1)%[2(a+ bi), c + di]. 


Les substitutions, pour lesquelles o est pair, forment un groupe I’, 
et, en abrégeant un peu des raisonnements que l’analogie permet de 
rétablir facilement, nous pouvons donner un caractère arithmétique 
des substitutions du groupe T” du n° 1. 


Pour qu'une substitution S appartienne au groupe T”, U faut et il suffit 
que 
a—r=d—1=3=y (mod.4), 


et, de plus, qu'en choisissant arbitrairement un système de deux entiers 
complexes 

2(a+ bi), c+ di, 
tel que 


on au 


[2a(a+ bi) + B(c+di),2y(a+bi)+ ölc+di)=[2(a+bi),c+di], 
[2y(c+di)+aa(a+ di), alc+di)+2ß(a+bi)=[2(a-+ bi), c + di]. 
dan, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Octosre 1893. 4o 
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Voici une remarque analogue à celle qui termine le n° 3. 

Si, au lieu de choisir dans c + di, d congru(mod.3) on prend pour 
c + di un nombre primaire, les substitutions du groupe G laissent 
absolument invariable le symbole 


[2(a+ bi), c+ di]. 


4. Les lois de réciprocités d’ordre supérieur se préteraient évidem- 
ment a des développements analogues. Les groupes que nous venons 
de définir forment donc le point de départ d’une théorie tres générale 
et tres entendue. Un simple aperçu paraît d’ailleurs indiquer que la 
généralisation présentera des circonstances spéciales, ce qui augmen- 
tera sans doute l'intérêt de la question. 

Les sous-groupes précédents sont à congruences; par exemple, celui 
qui est défini dans le n° 2 satisfait aux relations 


d—1=53 (mod.g), 
a=o (mod.3). 


Il y aurait un grand intérêt à trouver des groupes qui ne fussent pas 
à congruences, et il parait probable que la solution de ce problème 
pourrait être obtenue par des recherches dans le sens que je viens d’in- 
diquer. Par exemple, les substitutions S du n° 2 telles que 


t= Oris biri+...+ Bri=o (mod.3), 


forment un groupe, mais je n’ai pu trouver de caractère arithmétique 
simple pour ses substitutions. 


ee ee ee ee > -— m un 


SUR LES RÉSISTANCES 


QU’EPROUYE 
UNE SURFACE MOBILE DE LA PART D’UN MILIEU FLUIDE 


DANS LEQUEL ELLE SE MEUT, 


Par M. L. FITTE, 


PROFESSEUR AU LYCEE DE TOURNON. 


1. M. Léon Geoffroy a traité ce sujet dans un Mémoire inséré aux 
Annales scientifiques de l’École Normale, 2° série, t. VII, p. 215. Je me 
propose de compléter ce Mémoire par l'intégration des équations aux 
dérivées partielles qu'il contient. 

En prenant pour axe des z l'axe instantané de rotation et de glisse- 
ment et en employant les coordonnées semi-polaires, on trouve facile- 
ment que la résistance normale et la résistance tangentielle rapportées 
à l'unité de surface, en un point dont les coordonnées sont 3, 9, 0, 
ont respectivement pour valeur, à un instant donné, 


(1) N= 


(2) [et NT) 09, 


si l’on admet la même hypothèse de résistance que dans le Mémoire 
cité. Dans ces formules, a et a, sont des constantes à l'instant consi- 
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dere et n représente le rapport de la vitesse de translation à la vitesse 
angulaire de rotation. 


2. Les surfaces dont la resistance normale à l'instant considéré est 
la même en tous les points sont définies par l'équation 


N= const., 


ou, en désignant par & une constante et en mettant la valeur de N, 


(3) n+(S = bl i+ a) tH =) |. 

| 09 7 or r?\ 09 

On trouve aisément une solution complète de cette équation sous la 
forme de la somme d’une fonction de 0 et d’une fonction der. En dé- 


signant par À et A deux constantes arbitraires, cette solution complete 
est donnée par la formule 


(4) | 2h04 7 | VIm+ 9] Poo +k, 


De cette solution complete, qui représente un helicoide réglé, on 
déduira facilement l’intégrale générale définie par les deux équa- 
tions 


PET D CEST Erin, 
5) Jo= 94 (n+hyr—bh dr cn) 
— bY Var hy By r— mr on 





\ 


dans lesquelles 9 (A) désigne une fonction arbitraire du para- 
mètre À. 

Si l'on imprime à l'une des surfaces, représentées par les équa- 
tions (5), un mouvement hélicoidal continu autour de l’axe des s et 
tel que le rapport r soit constant, la résistance normale restera tou- 
jours la même en tous les points. 

Les surfaces représentées par les équations (5) jouissent encore de 
la propriété remarquable suivante, démontrée par M. Darboux, Me- 
moire sur la théorie des coordonnées curvilignes, etc. (Annales sciénti- 
fiques de l’École Normale, 2° série, t. VII, p. 125): 
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Si l’on imprime à l’une de ces surfaces un mouvement hélicoidal 
autour de l’axe des z, défini par le rapport constant n de la vitesse de 
translation à la vitesse angulaire de rotation, elle engendre une fa- 
mille de surfaces faisant partie d’un système triple orthogonal. 

On obtient les surfaces dont la résistance normale est nulle en tous 
les points, en faisant dans les résultats précédents b — 0, ce qui 
donne 


(6) soz —nûÿ+ o(r), 


o(r) désignant une fonction arbitraire de r. C’est l'équation des hé- 
licoïdes. Ce résultat est évident a priori, car, ces surfaces étant les 
P 

seules qui jouissent de la propriété de coincider avec elles-mêmes 
quand elles sont animées du mouvement hélicoidal précédemment dé- 
fini, la direction de la vitesse d’un point quelconque est toujours con- 
tenue dans le plan tangent à la surface; par conséquent, la résistanee 
normale est nulle. 


3. Les surfaces dont la resistance de frottement à l'instant consi- 
déré est la même en tous les points sont définies par l'équation 


T = const., 


ou, en remplaçant T par sa valeur et désignant par c une constante, 


2 _r? - 
(7) (7? se) (Re) + 5" (5) - —anZ+r—ec=o. 


Cette équation admet la solution complete suivante 


(8) LUE fy/omrer nee ae T+r, 


r+ n?— c? 


qui représente un helicoide et de laquelle on deduira, sans difficultés, 
la solution generale. 

Si les surfaces définies par l'équation (7) sont animées d’un mou- 
vement hélicoidal continu autour de l'axe des 5 et tel que le rap- 
port n soit constant, la résistance de frottement sera toujours la même 
en tous les points. 
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4 


4. On trouvera, par la meme méthode, les surfaces telles que la 
résistance normale et la résistance de frottement en tous les points 
soient liées par une relation donnée 


F(N,T)=0; 


car, en remplacant N et T par leurs valeurs, les surfaces cherchées 
seront représentées par une équation de la forme 


Os ds 
—=/(r =): 


qui ne contient pas explicitement la variable indépendante 9. Cette 
équation admet l'intégrale complete suivante 


(qy) 


(10) s=h6+ ff(r, h) dr +-k, 


dans laquelle A et A désignent deux constantes arbitraires. 
Cette équation représente un hélicoide. On en déduira aisément 
l'intégrale générale de l’équation (9). 
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sont de deuxième espèce; on verra que ces fonctions deviennent de 
première espèce lorsque le sommet du cône enveloppé par les lignes 
de courbure du premier systeme s’eloigne à l'infini, et que les coor- 
données de la surface peuvent, par un calcul qui constitue une inté- 
réssante application de la théorie des fonctions H et 6 de Jacobi, 
s'exprimer à l’aide des fonctions elliptiques sn, cn et dn, isolées ou 


engagées sous le signe f, et d’une fonction arbitraire. Je montrerai 
aussi que les coordonnées des surfaces isothermiques à lignes de 
courbure planes dans les deux systèmes dépendent uniquement des 
fonctions elliptiques, isolées ou engagées sous le signe f. et qu’en 
donnant au module & de ces fonctions la valeur zéro, on obtient deux 
catégories de surfaces comprenant la premiere les cyclides et la se- 
conde les surfaces minima d’Ossian Bonnet et la surface minima d’En- 


neper. 


Rappel succinct du Mémoire de M. Darboux. 


Le ds? des surfaces considérées par M. Darboux peut s’écrire 
ds? = e*" (du? + dvi), 


u et v désignant les paramètres des lignes de courbure. 

Si l’on suppose que les » = const. soient les lignes de courbure 
planes, les six rotations p,q, r, Ps. 9,, r, introduites par M. Darboux 
doivent avoir pour valeurs 


| yak 
== 0 ——w_, 
P — 9; Pi — dh 
a) dv 
' Oh 
= Vs qi— 9; 
__ 9h . — Oh 
— ov. I Oa? 


et la fonction A doit satisfaire aux deux équations aux dérivées par- 
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tielles 
’ Oth 
(2) Oo du ov _ Oh Oh 
ov oh — du dv” 
\ dv 
(3) (EV) a tn = 


V étant une fonction de ¢. 
L'équation (2) s'intègre facilement et donne 
Oh 
[A — — Te’ —h 
(4) Ou Verben, 
U et U, désignant des fonctions de U. 
Quant à Péquation (3), si l’on remplace # par une autre variable ¢, 





telle que dv, = a > elle prend la forme très simple 
Vr+ V? 

rh Ph _ 

Ou? Ovi 


(5) 


OÖ. 


Le probleme est ainsi ramené à l'intégration simultanée des équa- 
tions (4) et (5). | 
M. Darboux démontre que U et U, doivent satisfaire toutes deux à 


" 
(6) Yo —ak*sntu—1— k?4 9k" sn?m, 


et que leur produit doit avoir pour valeur 
- Kt 
(7) UU, — 7 (en’o — sntu), 


w désignant une constante arbitraire. 
Or (6) est le cas le plus simple d’une équation considérée par Lame 
et intégrée par M. Hermite ('); M. Darboux déduit du résultat donné 


——_ u a — — — — -— --- — —_—_—__— —————— — -—_— —— —— 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXXY. 
Ann. de l'Éc. Norm. 3° Serie. Tome X. — Ocrosre 1893. 41 
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par M. Hermite les expressions suivantes de U et de U, puis de e* 























u —— HO)H(u +») "ere 
(8) EH 28(w) Blu) ’ 
y= WOK +o) vou 
1 20(w)&(u) 6 
e(* T St) (“= di =). Ow 
h — 2 Oo) 
(9) ° (Fee ptite) 


Il reste à calculer les coordonnées rectangulaires d'un point de la 
surface. A cet effet, M. Darboux introduit une nouvelle fonction ode « 
et de ¢,; si l’on remarque que e* est le carré du module de 


U + Vi — 
Je ) u+ie, Ow) 


2 _— 
—e 2 O(w), 


u(“ +1, + 2) 


2 








on peut poser 





“t+ ir, — fh) 
kh+ig © 7 Ut iy Q: (wy) 
(10) e ? = En 9), 


a(S) 


2 


ce qui donne 
u+i,—o u— +0 
(nf te) Bo 


2 2 Wy: 

Ao NS Ow), 
ui + Li, + 6) U — I, — © 
1 (= 2) (=) 


‘ On a d’ailleurs les relations 


(11) ets — 


oh _ ds Oh _ de 
(12) or, Ou Ou avy 


parce que À + io est une fonction de la variable complexe u + w,. 
La fonction o ne différant de A que par les notations satisfait à 
do 


(13) Op, = Mes + New? 
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avec 
. , Q:: es 
IH’ (0) O(w +) ae, — 
2 (u) H ( ay) 
HW’ (0) O(a — iv,) 2" Orie 


'O.0ı , 


an 


{ —- 








2 








aan 2 O(m) He) 


(14) 
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M. Darboux se sert ensuite d’une représentation sphérique particu- 
lière dans laquelle le rayon de la sphère est parallèle à la tangente à la 
courbe v = const. tracée sur la surface, c’est-à-dire dans laquelle les 
coordonnées de la sphère sont les cosinus a, a’, a” directeurs de la 


tangente à la courbe ¢ = const. 
Dans cette représentation, le ds? de la sphère s'écrit 


dS? — da + da’? + da", 


En se servant des relations différentielles entre a, a’, a” et les six 
rotations p, 9, r, Pi, Qu, 7, considérées par Codazzi, des valeurs (1) de 


ces rotations et enfin des relations (12), on trouve 





se ra ‘Os \* 2 
dS!:=- das? ı- V? a) det, 


ou, en vertu de Péquation (13), 
(15) dS? = do? + (VMeis +. VNe-isjt dvi, 


ce qui montre, qu’en représentation sphérique, less, = const. sont des 
grands cercles et que s est la distance d'un point quelconque de la 
sphere à une courbe fixe T orthogonale à ces grands cercles. Les plans 
des lignes de courbure du premier système sont d’ailleurs parallèles 


aux plans de ces grands cercles. 


En appelant x, y, 3 les coordonnées d'un point quelconque de T 


exprimées au moyen de l'arc s deT,ona 

aa —[x—i(ys'’— sy’ )Je + [r+ e( ys’ — 5)')]e7'?, 
aa '—=[y—i(sc'--rs')je + [5 +i(sr — rs )je-', 
aa"—[53—i(xy —vr')je + [5 +i(ry— yr')le-ts, 


(16) 





ce qui donne une seconde expression de dS? 


-- $ 2 
(17)  dSi= da? + da” + da" do? + ( = a eit ı Zn et) ds:, 
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À désignant le déterminant 


La comparaison de (15) et (17) conduit à 


(18 (1 + LA) ds — 2 VM dv, 
1 
(1 — iA)ds = 2VNdr,. 


Les coordonnées X, Y, Z de la surface cherchée se déduisent enfin 
des formules aX = e*(a du + b dv) qui prennent la forme suivante, en 
se servant des relations différentielles entre a, a’, a” et les six rotations 
P» 9, ls Pas Qu r, et des relations (12) 




















ga \ 
/ dv, 
(19) dX —e"| a du + a 
\ de 
et l’on obtient 
(ie) a 
X= 8 (w )[2 — t(ys'— sy')] I im 
Hae) Ho) (Rte) 
2 
(20) (“= iv, — 30) 
j ! ! H | ——— ‚Oo 
_ o)le + é(ys'— ay')] 3 stn in 
H(2w)H'(0) (ee) 
2 


0 08 0 0 0 0 9 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 = 0. ee 


On peut, ou bien se donner arbitrairement la courbe L et alors (18) 
déterminent s et V en v,, ou bien se donner V arbitrairement en +, : 
alors (18) définissent s et A en ¢, c’est-à-dire A ens, et l’on peut cal- 
culer x, y, 3, coordonnées de TY. | 

Les lignes de courbure du premier systeme sont dans les plans 


Z'X+yY+sZ—o 


normaux al. 
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Equations des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans 
un systéme lorsque les plans des lignes de courbure de ce systéme enve- 
loppent un cylindre. 


Tant que w n’est pas nul, la courbe T ne peut pas être un cercle, 
c'est-à-dire que les plans des lignes de courbure du premier système 
enveloppent un cône véritable; en effet, si w est différent de zéro, le 


M . 
rapport 7 donné par les valeurs (14) dépend de »,, et en divisant 


a 


membre à membre les relations (18), on voit que A dépend aussi 
de #,; or, si T était un cercle, on reconnait aisément que A serait con- 
Stant. 

Pour que les plans des lignes de courbure du premier système 
enveloppent un cylindre, il faut donc que w = o. 

Cette condition est suffisante, car, siw =o, on à 


M, 
N — + 
d'où 

ı +! ——(1— A), 


A-- 2%, 


et la courbe T étant réduite à un point, les plans des grands cercles 
normaux à cette courbe passent par un même diamètre de la sphère; 
les plans des lignes de courbure du premier système, qui sont paral- 
leles aux plans de ces grands cercles, sont donc parallèles à une diree- 
tion fixe. 

Soit alors w = o. 

On peut supposer le point auquel se réduit F placé sur Os, c’est- 


a-dire 
z=0, ,=0 3=ı. 


Les expressions (20) des coordonnées de la surface se présentent 
dans ce cas sous forme indéterminée et il faut reprendre le calcul. 
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En faisant = 0, il vient 

















U =~" snu, 
(8°) 
U, = * sn, 
U + Te, u — Iv, 
(9) an ? “)e(* , 
I u ie, u— ie\. 
H( p (= 
2 2 
(N) 
(10') eh it — ts 
[Uri 
(5) 





e(” = “1) H ( a > “) sn (=) 

/ io — __ N fo ‘ . 

(11°) € = (7) 8 Pr TAN — on ( oti) u + iv, ? 
2 2 2 








; Oo __ ig ox 
(13°) de, — MCe € 5), 
(14) Mn VE Ofer) _ 1 








2 Hé) 2sné, 


Quant aux expressions (16) des coordonnées de la sphère, en assi- 
milant le point T au cercle infiniment petit de rayon p 


z=pcos® 
= — 9 
p 
y= psin= 
— — 9 
p 
s=ı; 
. § . 
puis, en posant © == A, elles deviennent 
cosÀ, , 
aa D lee, 
(16') a = sin À (eis eit 
ae , 


a" — à (eis + e-!T); 
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À représente alors l’angle du plan sOx avec le plan du méridien qui 
passe en (a, a’, a”) et o est l’arc de ce méridien compris entre le 
pole F et le point (a, a’, a”). 

Il est d’ailleurs aisé d'établir directement les formules (16'). 

Les deux expressions (15) et (17) du dS? de la sphère sont mainte- 
nant 


(19°) dS? = do? + V?M?(ei? — e-i5 }? dv?, 


ets — elt 2 
(19) ds? — da + da'? +. da”? -- ds? — ( a) d)?. 


2 
Il faut donc que 
(18°) di. — 2iMV dr.. 


Tout cela posé, on obtient pour les expressions (19) des différen- 
tielles dX, dY et dZ 


, cosh “tie _,u—ie | 
dX — (e eh+is gi"! hic d =) — e"V sindds,, 
Ü 2 2 
. sinA u + iv, 7 
(19!) dY — ; (enris d— —— 5 ef io a“ > =) + el V COS À dv. 
dl — ehtia 4" _ + iv, + eh-is qu li 
\ 2 2 


Or les fonctions e* et e**#, dont les expressions sont (9°) et (10’), 
sont doublement périodiques de première espèce; si on leur applique 
la méthode de décomposition de M. Hermite, on trouve 


TER ' W (“ = =!) Il (— “) 
1 «7 
es GE ? 





— ksné, O(&,) Asniv (+) u 7 ( wr) 


a 


w (“ + =) 
h+is—$ _Ip —_.\_2_L 
ehtis— 2 — _ 

en (ri) 
2 


» et Ds signifiant dérivée par rapport 





8"(o) 


nd ss 
6 désignant la constante —— 6 (0) 


u + iv, 


2 
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Ces résultats, portés dans (19°), donnent à dX, dY, dZ des formes 
immédiatement integrables, et il vient, “a remplaçant la surface 


(X,Y. Z) par la surface homothétique (+, À aay 2) 


Md — ic, 
































m “wy 
H oo — H . ee = 
Le | °F, w= Otay) Vsins 
\. vcos7 u — — | SOUS Qo In dv;, 
u w te — 1 086,9 SAW 
Hi---——) Hı) ‘ ‘ 
2 2 
ee, Moe Vy TEEN vy 
4 —-+) Wy | . _ . 
, ee , 2 zu Biv, V cos. 
Te esimes fe -- - 2. -- — J — | sin’ — —— | de, 
H| -— | Hi --—— - " 
7 
cb iv 
1 ( - | H 15 
, Ro, 
; 7 i —- oo - = . .u— 
MU —- IWW, 
(tin 


On peut transformer ces expressions de façon qu'elles ne contiennent 
plus que les trois fonctions elliptiques sn, cn, dn. 

Prenons d’abord l'intégrale qui se trouve dans X; en se servant des 
relations connues 





in, 
8 (iv 2, iv 
ein) = 2 - i Re mt kK? sn iv; sn? — 
el i 
(3) 


et en ayant égard à (18’), il vient 
| O'(é,) Vsind 

r . _ __ , 

f E cosh O(c) snir, | dey 


9 (=) 
= — 2é cos} — + 4? fs (cosa + V sind) dey. 
1 


(7 








2 
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On a de même 
a a (i) 
RÉ sin À + Be) | dv, = —2isin} e (2) 
J tL 8 (=) 


B(ie,) sn, wy 
2 | 





+ At f so’ — (sind — Vcoss) de,. 


D'autre part, on sait que 


H’ Ee a =) 0’ (=) H' (=) sn! 
a _ 2 2, 2 


_—[ _—- + — a ee, 
ur 14 wV ul dl U it 
H (=) 8 (=) Il (#) sn — sn ——— 
2 2 2 2 2 








u in iv, iw, _ u l 
. sn — cn — dn — — sn — cen —- dn - 
u + if, 2 2 2 2 2 2 
sn 2 — ll iv 
j ı — A?sn?- sn? — 
2 2 
ct 
/ 
u 
we). 
- a, du 
SU—2 — (I + const. 
Ta . 
Il ( 3) sn? - 
3 ea 


Si Pon porte ces expressions dans (20’), on obtient, réductions 








faites, 
! iv ie uw 
sn—en —dn = ie 
X — 24 cosÀ — - + A? f sn’ — (cosà + V sina) dsy, 
„ie, „u . 2 
sn? sn? — 
2 2 
Us is 14 
sn —t cn —{ dn = FR 
(21) (Yz=aisinA ; m + KR? [ sn?! (sind — V cosÀ)dr;, 
? 
sn? — — sn? - “ 
2 2 
AZ u u 
sn’ — sn-en-dn- x 
2 2 2 » du 
L=2 u iv u + ra 
sn?— sn? — — sn?- sn?- 
2 2 2. 2 


. , . u c 
On pourrait, dans ces équations, remplacer — et — par deux autres 
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. s . - Y 
variables ¢ et +, à la condition de remplacer aussi = par 7 dans (18°); 


V et À deviendraient alors des fonctions de +. On pourrait aussi faire 
disparaitre ?, qui ne figure qu’en apparence, en se servant des rela- 
tions 


. _.sn(x, #) 
sn (er, kein, 
EN I 

C3 a 
dn (ir, &) = dn (.r, A’) 


en (Tr, k’) 


Mais nous laisserons les équations de la surface sous la forme (21). 

Les équations (21) contiennent deux fonctions V et À de ¢, liées 
par (18’). On peut prendre arbitrairement soit V. soit A, et (18°) dé- 
termine alors soit À, soit V. 


III. 
Mode de generation de la surface. 
Posons 
kt [ sn? © (cos) + Vsini)d, = VW, 
2 
at f sur — (sind — Vcos2) de, = W,. 


La ligne de courbure (C), pour laquelle #, — const., est dans le 
plan 


(22) Y-W,=tang) (X\-W), 


parallele à OZ. Ce plan coupe le plan XOY, suivant une droite Ax qui 
rencontre l’axe OY en A, et l'on a 


OA = W,— MW tang?. 


Prenons sur Ax 


Rapportons la ligne de courbure (C), dans son plan, à O’x et à O's 
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parallèle à OZ. On a, pour les coordonnées de cette courbe, 
wnt on 2 dn *! 
x W sn 5 cn 3 dn 


MZ 5 — - —= 21 
COSA COSA 


| 
| an 


Donc la forme des courbes (C) ne dépend pas de V: elles sont les 
mêmes pour toutes les surfaces pour lesquelles le module # a la mème 
valeur. 

Cherchons la droite (D) suivant laquelle le plan de la ligne de cour- 
bure touche son enveloppe. Elle est définte par (22) et par 





(23) 


„ie u 
sn? —! — sn? - 
2 ’ 


., I . _ ., n 
— Wy = cont, (X -- W) — W’tang?, 

ce qui donne 

(24) X=(W'tang. W)) cos?z + W, 


et, en appelant M le point où (D) rencontre O'z, 


La courbe (L), enveloppe de O'x, a d'ailleurs pour équations (22) 
et (24) qui peuvent s'écrire 


| \— AV sn? <4 cos. + W, 


(25) | . 
| Y=/4”Vsn: “1 sin? + W,. 


Cette courbe, dont la forme dépend de V, est quelconque: son ds 
diffère de la differentielle de O'M' de la quantité 
g = ds — d.O'M, 


de sorte que, si, O’x enveloppant (L), on veut que (C) engendre la sur- 
face cherchée, il faut que le ‘plan de (C) glisse parallèlement à XOY 
de la quantité g quand ¢, varie de d,. 


La surface cherchée est donc engendrée par la courbe plane (C) qui se 
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déforme. quand +, varı. comme le veulent les equatwns (23), et dont le 
plan roule sur un evlindr« parallele a OL et de directrice (L\ quelconque 
sıtuse dans le plan NOY, en m£rme temps qu'il subit parallèlement à a NOY 


be glissement cementaire g 
Le lieu de O est une courbes L,1, avant pour équations 


X = W. 
= W.. 


On peut donc dire encore que : 

La surface cherchee est engendrée par la courbe (C), d'équations (23), 
rartabl- de forme ave: v,. dont le plan =O’ x demeure parallele a OZ. 
le point O° décrivant la courbe (L,) et la droite O x s'appuyant constam- 


ment sur la courbe (A 1. 


IV. 


Cherchons si, parmi les surfaces trouvées, il v en a pour lesquelles 
les plans des lignes de courbure ¢, = const. passent par une droite 
fixe. 

I! faut et il suffit pour cela que la courbe (L) se réduise à un 
point, c'est-à-dire que les différentielles des coordonnées (25) de cette 
courbe soient nulles. Cela conduit à deux conditions qui, combinées 
entre elles, peuvent s écrire 


à Ys 
(Von =) + sn „= 


d.— dv, =o. 


En vertu de la relation (18°), la seconde donne 


iV 


1=-2tMV = — 9 
snie, 





d’où 
V —_ — isn iv. 


Portant dans la premiere, il faudrait donc que 


d 2 C9 „iv iv; 
sn ir, sn + isn = O0. 
dv, 2 2 
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VI. 


Surfaces isothermiques a lignes de courbure planes 
dans les deux systémes. 


Les surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes 
comprennent : 

1° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure d’un sys- 
teme sont dans des plans paralleles 4 un plan fixe et les lignes de 
courbure du second systeme dans des plans paralleles a une droite 
fixe. Ce sont les surfaces moulures de Monge. 

I] est facile de reconnaitre géométriquement que, de ces surfaces, 
les cylindres, les cônes et les surfaces de révolution sont les seules 
sur lesquelles les lignes de courbure puissent dessiner un réseau iso- 
therme; aussi n'est-ce pas de ces surfaces que nous avons à nous 
occuper. 

2° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de chacun 
des deux systèmes sont dans des plans parallèles à une droite fixe, 
les deux droites fixes qui correspondent aux deux systèmes de lignes 
de courbure étant rectangulaires. 

Celles des surfaces de ce second groupe qui sont isothermes ont 
leurs équations nécessairement comprises dans les équations (21). 

Les équations (21) supposent que les lignes de courbure du pre- 
mier système (», = const.) sont dans des plans parallèles à OZ; nous 
prendrons OY comme direction fixe à laquelle nous voulons que les 
plans des lignes de courbure du second systeme (u = const.) soient 
parallèles. 

Pour que ces lignes soient planes, il faut et il suffit, dans ces con- 
ditions, que l'on ait 

OX 


dr, _ . 
OL = fonction de x. 


dr, 


Pour exprimer cela, le moyen le plus simple consiste à partir des 
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équations différentielles (19°), lesquelles donnent 


cos? (e!? + e-i7) — V sin À 


PAT PET = fonction de «. 


(26) 


Or, si l’on pose 


u in, 
sn — sn — 
—-=2 -— — 
u, u ’ iv, . vy D 
en > dn — en —- dn — 


l'expression (11°) de e’? fournit 





(27 ) CT —_—_ e-17 


ce qui transforme (26) en la condition suivante 


a?(cos? — V sind) -+ 5?(cos? + V sina . 
( LL HR. (COS th. in?) — fonction de x. 
nd 








Comme V et À ne dépendent que de »,, c’est-à-dire de 8, il faut done 


que 
| . _ 2 A4 
| Vsin? + cos = — : 
(28) ( 


| Vsin?— cos =2Bi3, 





T 


A et B étant deux constantes absolues, réelles pour une surface reelle. 
On vérifie aisément que, quels que soient A et B, les expressions de Vet 
de À tirées de (28) satisfont à la relation dillerentielle (18°); (28) de- 
terminent donc les fonctions V et À dev, pour lesquelles la surface ( 21) 
a ses lignes de courbure planes dans les deux systèmes. 

A l'égard des constantes A ct B, il convient de faire cette remarque 
que, pour une surface réelle, 1 — 4AB est positif: on tire, en effet. 
des relations (28), 

(1 + V'}sin?} =1— 4AB. 
8 

Avec la première des relations (28), l'intégrale qui se trouve dans 
la coordonnée X de la surface (21) se calcule immédiatement; elle a 


pour valeur 
a, 


. uw ie iv 
2 A ix? sn — en — dn = dv, = 2A A? sn? =) 


af 


L 4 


2 . 


si LE. 


Mean Tale Def. Let Lo cr Pi TR EP I le 


ane on — 





s} -- "7 


1.201 en Jee Lors te à Dil 


— 3-1: — 


4 
ul — 


cs KL TT 





t N 4a 
a — Ro 11 - — 3 at - 
. . I | 
L . ——— - — - 
4 A . & 
sn = LT — nl - 17 — 


“erie wiser sa. om sate a te >> Z mate pie 





+ > 57 
x — tf 
-.* az 


es ae ln Lis 2 
2 % 2 I 2 


Isı unes de canehsre un = inet. do dscxeme <vsteme sont done 


bien dans dea plane paralecies 2 OY. 


‘ > oe . 
CW, , y z1 4555 7 - AE fn 


(944, en tefinitive. comme ep toner de la 


fs. Aa. _ { . 

nn -- 6% — dn — 
. 2 2 2 tre 
% 240640 - em — PA ot — 
&.. 4 + 


rn Cre LE 
an en — dn — 
2 2 2 


Le u 
3 . 
an? --- — sys? - “ 
2 


„u u un, u 

zan?- > en -en-dJn— 

4 4 7 2 2 du 

# 77 . ST — 

sl it 

sn un | 
4 2 





u u 
— sn? — sn? — 
2 2 


sina — V cost) de. 


2% 
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les fonctions V et À devant être remplacées par leurs expressions tirées 
de (28). 

Nous savons déjà que les lignes de courbure ¢, == const. des sur- 
faces (30) ne peuvent passer par une droite fixe. Il en est de même 
des lignes de courbure u = const.; sans cela, en effet, d'apres l’equa- 


du . en: 
tion (29), —-~ serait exprimable algébriquement au moyen de 
sn? — 


u pv . . a . . . 
sn — considéré comme la variable; or il ne peut en ètre ainsi, car, st 


’ u du on oe . 
l'on pose sn= = x, — ,, est une intégrale elliptique de troisième 
sn? 5 


ev 


espece. 
VIT. 


Classement en deux catégories des surfaces isothermiques 
à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. 


Nous avons rappelé plus haut que, abstraction faite des surfaces 
moulures de Monge dont nous n'avons pas à nous occuper, les sur- 
faces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes ont, pour 
chaque système, leurs lignes de courbure dans des plans parallèles à 
une droite fixe. 

Ces surfaces peuvent être regardées comme engendrées de la ma- 
niere suivante : 

On prend deux coniques focales l'une de l’autre et situées dans deux 
plans rectangulaires: on considère deux sphères dont les centres dé- 
crivent respectivement ces deux coniques et dont les rayons varient 
suivant deux lois quelconques; le plan radical de ces deux sphères 
enveloppe la surface demandée. 

Les deux coniques focales peuvent être : 

1° Une ellipse et une hyperbole; 

2° Deux paraboles. 

Pour les surfaces 1°, l'équation du plan tangent peut être ramenée 
a la forme 


(31) [ea — 02) — vou HH) N + Y — 47 = ft) + o(T), 
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déforme, quand v, varie, comme le veulent les équations (23), et dont le 
plan roule sur un cylindre parallele a OZ et de directrice (L) quelconque 
sutuce dans le plan XOY, en même temps qu'il subit parallèlement à XOY 
le glissement élémentaire g. 


Le lieu de O’est une courbe (L,), ayant pour équations 


X = W, 
Y = W.. 


On peut donc dire encore que : 


La surface cherchee est engendrée par la courbe (C), d'équations (23), 
variable de forme avec v,, dont le plan 30'x demeure parallele à OZ, 
le point O' décrivant la courbe (L,) et la droite O'x s'appuyant constam- 
ment sur la courbe (L). 


IV. 


Cherchons si, parmi les surfaces trouvées, il y en a pour lesquelles 
les plans des lignes de courbure », = const. passent par une droite 
fixe. 

N faut et il suffit pour cela que la courbe (L) se réduise à un 
point, c’est-à-dire que les différentielles des coordonnées (25) de cette 
courbe soient nulles. Cela conduit à deux conditions qui, combinées 
entre elles, peuvent s écrire 

(vente) + sn?! =o, 
d} — dv, =o. 


En vertu de la relation (18°), la seconde donne 


1 —oiMv— -_, 
sn is, 





d’où 
V— — isniv,. 


Portant dans la premiere, il faudrait donc que 


d f _. „iv, BL 
— | snev,sn? — | + isn? — =o. 
de, 2 2 


val at 


Im 


31.732231 ide" D TI à res je arnt? Jiaes fas es few systemes 


20737 


= 
; aw 
N 
Lt = _ 
~ >_> 
, _ 
. ...” 


= 


Os pent pren 7 | p»- 


ce qui donne 
\ 


| larız’ 1113 Vis) 


Obey 4 d'ailleurs 


A. 


de 


cot tans 


\ I 





tema’ a rl... 


Af 


‘foe 211-910 


ot} 3e: 


2° u 
oe — A: "2 
nn 7 


ot fat. par exemple. A cet B = 2. il vent 


6 ° 
- sr... e 


ı— tan: — 


ea 
= — raps — — Joy -- 
> 


“= cose, de, 


\ : 


Vy 
1— tanz -- 
> 
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d’où l’on déduit 


tang = tangh-- 
2 ° a 
Cela posé, si l’on ajoute à X la constante — 2, si l’on remarque que 


u 

1+ tangh = 

u == log 7 
1-— tangh— 

F 2 


et enfin si l’on pose 
u 
tangh „= t, 


(’ 
tangh „= =, 


on obtient, pour la surface, les équations très symétriques 


oe t? 


X—2 





ra 
T'+ de 
1+T act(1+ 7°) 
(35) ‘ Y = log _ ate, 
1+t¢ a2t(1+ 77) 
Z = log — 
B t T? + Li 


s x I + ¢?¢? 
Quant à e*, on trouve qu’il a pour valeur ———: de sorte que le ds? 
rt 


de la surface a pour expression 


2>2\ 2 
= (ar) (du? + der), 


de (FERN dr, dt | 
— 4 +7 (AY (1 — rh 


De la symétrie des équations (35) il résulte que les lignes de cour- 
bure planes des deux systèmes ont la même forme qui est celle de la 
ligne (C) ayant (23) comme équations, quand on suppose # = 1. On 
voit, de plus, que le plan Y = Z est plan de symétrie pour cette sur- 
face, laquelle possède dans ce plan la droite X = o. Enfin, A étant nul 
pour la surface (35), les deux coniques focales qui servent à sa géné- 
ration sont deux paraboles. 


ou 
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Revenant aux équations (30’), on reconnait, comme dans le cas ge- 
néral où A est <1, que les plans des lignes de courbure ne peuvent, 
pour aucun des deux systèmes, passer par une droite fixe. 


IX. 


Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système, 
pour lesquelles A =o. 


Si # = 0, l'équation (7) donne UU, = 0, ce qui exige soit U=o, 
soit U, = 0. On ne peut alors conserver les expressions (8) qui don- 
neraient à la fots U = U, = o. 

I faut donc reprendre le calcul dans les deux hypotheses U = o et 
U, =o. 


Premiere hypothèse : U, = 0. — Dans cette hypothèse, qui doit nous 
donner en particulier les cyclides de Dupin ('), la fonction A de wet 
de ¢ doit satisfaire encore à l'équation (5) 


( D) oh ah == O0 
| du? di 


et à l’équation (4), qui se réduit ici à 


dl 
(41) 5 Vet. 


La variable v, est, comme dans le cas général, définie par 


L’équation (5) donne 


e"— f(u+iv,) o(u — ir), 





(1) Les cyclides de Dupin ayant, en effet, leurs lignes de courbure planes dans les 
deux systèmes et isothermes, doivent satisfaire à l'équation (3) 


oh 
oa — Ueñ+Ue-#, 


et il est facile d'établir que U, = o pour ces surfaces. 
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d'où 
è 
_ge-hT — 
du 


Il faut donc, pour satisfaire à (4’), que 


ef + fy=—U, 
c'est-à-dire 
pf"—f?p" —=0 
Cela exige 
L = L = ai, 


a désignant une constante réelle ou purement imaginaire 


Il vient ensuite 
f= at fr+ bs, 


6 désignant une constante réelle ou purement imaginaire, et 


b . 
„sina(u + te). 


f= 
On aura de méme 
C . . 
o= 7 sina (u — w,); 
d'où, en laissant de côté le produit dc, qui donnerait une surface 


homothétique à celle que nous allons trouver 
| n 


I 
eh — = -; —- 
fo sina(u +t w,)sina(u— iv;) 
Cette forme de e* nous conduit à introduire, comme dans le cas 
général ot U et U, ne sont pas nuls, une fonction o définie par 


h+ia 

—— a 

€ — mn T) 
sina(u + tv,) 


de sorte que 
eft — sina (u — m1) 
sina(u + iv) 
et 
de oh | asin2au 
Ov, Ou Sina(u + iv,) sina(u — iv,) 
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Cherchons si l'on peut poser 


ds — — Ye'T + Ve: 16, 
or, 


M et N ne dépendant que de ¢,. En identifiant, on trouve 





sinaair, 


D'après ce que nous avons exposé précédemment, ce résultat signifie 
que les plans des lignes de courbure de la surface cherchée enveloppent 
un cylindre et que les équations (18’) et (19°) s'appliquent au cas 
actuel. 

On a donc 
(18”) dh aiMV a du, 


sin 2 als, 


COSA _,u+ie u — - ie a 
dX:= - .- (envie gt 1 — eh-isd .. =) — eV sina dr, 
l 2 





Sin u + iv a pla r 
19) 4 dY:: —— (ered aie _ his a) + eV cosh dy, 
oe l 2 2 
dL =: cris QUE en EN, 
2 2 


En remplaçant dans ces différentielles e+, e*-, e* par leurs 
valeurs ct en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface 
changées de signe 


i L 2] e 
. . sin 2 ace 
X == al cos), ———__—_—__—___ 
COS2alv,— Cos2au 


SIN QA, 








(36) Y = aisinÀ . —; 
cos2 air, — cos3 au 
, sin2zau 
1 = 


a ———— » 
cos2 air, — COS2 au 


où À doit être regardé comme une fonction quelconque de 9,. 
Si a n'est pas nul, on peut faire 2a = 1 et remplacer X, Y, Z par 


ps, 
we 
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leurs moitiés, ce qui donne 


. sin ir 

X = COS À —_—_ 1 __ ’ 

COS £t", — COS & 

. sin cs 

Y¥ = sind ——! , 

COS €, — cosu 
Sin & 

COS Cf, — COS Ue 


Z — 


Si a tend vers zéro, les coordonnées de la surface deviennent 





xa" cos À 
AZ) 
u?+ et 
ya”! sin À 
77 1? 
+", 
u 

Z== — —;: 
1 où 

“+r Vi 


Les équations (36) comprenant les deux cas ao et a= 0, nous 
les garderons sous cette forme. 
Les lignes de courbure +, = const. de la surface trouvée sont dans 


des plans 
Y = X tang, 


passant par l’axe des Z. Il est facile de voir que ces lignes de courbure 
sont des cercles ayant leurs centres dans le plan XOY et que a=o 
correspond au cas où tous ces cercles sont tangents à OZ; le lieu des 
centres de ces cercles est une courbe quelconque, parce que A est une 
fonction quelconque de ¢,. 

Si une surface admet un systeme de lignes de courbure planes dont 
les plans passent par une droite fixe OZ, les lignes de courbure du 
second système sont tracées sur des sphères ayant leurs centres sur 
cette droite. 

Cela se vérifie dans le cas actuel. 

En coordonnées cartésiennes, les surfaces (36) ont pour équation 


Xt Y'+ 7: =x/(g )+ const., 


Sf désignant une fonction arbitraire. 
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Pour déduire des équations (36) les équations des cyclides, ıl suffit 
de chercher celles des surfaces (36) qui ont leurs lignes de courbure 
planes dans les deux systèmes. A cet effet, on écrira que 


OX 


Ov, 
—,- — fonction de u, 


comme nous l'avons fait pour obtenir cn général les surfaces isother- 
miques à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. On trouve 
que les deux fonctions A et V doivent ètre définies par 


V sin — cos} cos2aiv, = aAÂtsin2atv,, 


V sin? cos2 ai, — cos} = aBisin2air,, 


A et B étant deux constantes quelconques réelles pour une surface 
réelle. 

Comme dans le cas général où U et U, sont tous deux différents de 
zéro, on reconnait que, si A et B ne sont pas nuls, les deux coniques 
focales l’une de l’autre qui servent de base a la génération des cyclides 
sont une ellipse et une hyperbole et que ces deux coniques degenerent 
en deux paraboles si l'on a A = 0 ou B= 0. 


Deuxième hypothèse U = 0. — La fonction A satisfait toujours à l’équa- 
tion (5) | 
Ph Oh 





(9) Out dE L 
et à l'équation (4) qui se réduit ici à 
1 Ih 
(47) Je lieh, 
et l’on a 
dv, == dv 
vit Vi 


L’équation (5) donne 


er = fu + iv) p(u-— iv), 
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encore ici. On a donc 


. 2aiV dv 
(18”) d) == 2iMV de, = =", 
sin2 ait, 
, cosa _ aes su — iw . 
aX = —— (ere at — one qu ws) — eh V sin} ds, 
i 2 2 
Sin À uti u — iv ; 
ag) € dY= ; (ered — 1 er-ie d—— ') + etV cosidev,, 
di — eh+is qi U1 + eh-is U MA, 
2 2 


Supposons d'abord ao. 

in remplaçant dans les différentielles (19°) e**‘°, e-# ete par leurs 
valeurs et en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface 
multipliées par 4a? 


FT [4 ® e L e e e 
X — = cosh COS2au Sin2alV; — = f (cosa — V sin‘ cos2.air,)d2aiv,, 
Ü . e e Ü . e . 
Y= à sin À cos2au sin2aiv, — a J( sind + VcosA cos2 aiv,) d2 air, 


r I . . 
Z = a (2au — sin2au cos2aair,). 


Dans ces équations, a ne figure que multiplié par « ou par ¢,, ou 
comme diviseur des seconds membres; on peut donc donner à a telle 


oo. i. _ 
valeur que l'on veut et, en particulier, la valeur -; si de plus on divise 


les seconds membres par 2, les équations prennent la forme 


| X =— cosA cosiu sine, + f (cosa — V sind cose,) de,, 


(37) Y=— sin‘ cose sine, + /K sind + V cosÀ cos v,) dy, 


Z=u+ tsiniucose,. 
En second lieu, supposons que a tende vers zéro; il vient alors 


eh = ut er, 





h+ia 
e*? zu -+ir, 
I 
M=- N= —, 


ale, 
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droite fixe sont les surfaces pour lesquelles U, — o; elles ont les equa- 
tions (36) et leurs lignes de courbure planes sont des cercles. 


Cherchons, parmi les surfaces (37), celles qui sont à lignes de 
courbure planes dans les deux systèmes. Il faut pour cela que l’on ait 


—— = fonction de u, 


ce qui conduit aux deux relations suivantes en À et V 


| VsindA — cosi cos, = À sin, 


3 : 
(39) I Vsind cose, — cosa — Bsine,, 


A et B étant deux constantes quelconques. 
Les expressions de A et V tirées de ces deux relations et portées dans 
les équations (37) donnent 


: X =: B(costu + cose,) — A cosiu cosv;, 


y= (14 — cosiu)psinre — (A ose, — Bji 


(40) 1 At B? (1+ At) cosv,— AB 
+ 2. -,-arecos— — om 
(1 + At)? yi+ A? — B? 


Z == u— (siniu cose, 
en remarquant que 1 + A?— B? est positif pour une surface reelle, 
car des deux relations (39) on tire 
(1+ V?) sin?) =ı + A? — B?. 
Les valeurs de X et Z montrent, de suite, que les lignes de courbure 


u = const. sont bien dans des plans parallèles à OY. 
Caleulons ¢, en fonction de v au moyen de l'équation différentielle 


dv 
de, I. = 00 
Vi+ Vi 


et des relations (39); on obtient 


sVi+ A3 (1+A')cos" — AB 


S-, . m — 77 m me o_m, 
vı-r+ A?— B? V1 A®- - B 
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relations (42) on tire 
(1+ V*?)sin?A = 1— GAB. 


Les valeurs de X et Z montrent de suite que les lignes de courbure 
u = const. sont dans des plans parallèles à OY. 
Calculons v, en fonction de » au moyen de l'équation différentielle 











de = © _ ot des relations (42); ıl vient 
Vi+ Vi 
, 2 _1—2AB  Vi—4AB 2As 
(44) F4 — 2 A: 2 A? ee i GAB 


ce qui transforme les équations (43) en les suivantes 





X — —- + GAB sin AY _ ) 
2A / ‘ B, 





Yi— 4: 
— 9: _} ’ Vi 4 
\ — (er 1— 3 4 AB os __2A: 4! Vi AB, 
2 A? 2 À Vi —4AB 2 À 


Ju u on A 
t= oso: 2AB-+yı AB sin 2) 


Si l'on remplace u et ¢ par Bu et Br, puis qu’on divise les seconds 
membres par B? et qu’on appelle m le produit AB, ces équations 
prennent la forme plus simple 


. u* — , 2me 
X — (: + Vi — Am sın =) 








am Vi— 4m 
~ t— 4m 2m vyvi— Am 
(45) | ¥ = (amas am) i eos 2M VI am 
4am Vi— 4m 2m 
u? u ; ame 
=. — al! 2m HVım 4msin -——— ): 
| am vi—4m 


Considérons, en particulier, le cas A=o. La relation (44) et les 
équations (43) et (45) tombent en défaut, et il faut reprendre le 
calcul. 

Les relations (42) deviennent 


16 
(46) cos + Vsinà = 2%, 


i 


| cos} — V sini — 0, 
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et l'on trouve, pour les équations de la surface, 


X= B(u? — 64) 
Y = (us — oi — 4 Be — 4 =) ver — Bt, 


La relation entre v, et» prend la forme 
v2 ¢? — B’, 


de sorte que les coordonnées de la surface s’expriment de la manière 
suivante en u et» (à des constantes additives près et en changeant Z 
en — Z) 
X = B( a? — et), 
3 
Y = ¢(a?+ DB?) — 7’ 
u 
Z = u(c?+ Bt) — > 


C'est la surface d’Enneper, dont les équations se simplifient en 
remplaçant uw et ¢ par Bu et Be et divisant les seconds membres par B* : 


X= u?— v7, 
3 
Y=r(w-+1)— 3°’ 


3 
2 zul" +1) — + 


On reconnait sans peine que, pour les surfaces isothermiques à 
lignes de courbure planes dans les deux systèmes (41), (45) et (47), 
les plans des lignes de courbure de chaque système ne peuvent passer 
par une droite fixe. 

Ce résultat, rapproché de ce qui précède, donne le théorème sui- 
vant : 


Les cychdes de Dupin sont les seules surfaces ısothermiques à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes pour lesquelles les plans des 
lignes de courbure de l'un des systèmes passent par une droite fixe. On 
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sait d'ailleurs que, pour ces surfaces, les plans des lignes de courbure 
passent, pour chacun des deux systèmes, par une droite fixe. 


A l’egard des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes pour lesquelles U = o, on peut s’assurer encore 
que les deux coniques focales qui servent de base à leur génération 
sont une ellipse et une hyperbole quand A et B sont tous deux diffé- 
rents de zero, et deux paraboles si A= o ou B = o. 

On a donc, en particulier, deux paraboles pour les surfaces mi- 
nima d'Ossian Bonnet ct pour la surface d’Enneper. 

Il convient enfin de remarquer que les surfaces (36), pour les- 
quelles U, = 0, peuvent se déduire des surfaces (21) en faisant tendre & 
vers zero; mais qu'il n’en est pas de même pour les surfaces (37) 
caractérisées par U = o. 


X. 


Surfaces à courbure moyenne constante et à lignes de courbure planes 
dans un système. 


Les surfaces à courbure moyenne constante ont leurs lignes de 
courbure tsothermes. 

Les surfaces à courbure moyenne constante et à lignes de cour- 
bure planes dans un système sont donc comprises parmi les surfaces 
qui font l’objet de ce Mémoire. 

Je vais d’abord montrer que, pour les surfaces cherchées, les plans 
des lignes de courbure du premier système (¢ = const.) enveloppent 
un cylindre. 

Le ds? de ces surfaces pouvant être mis sous la forme introduite par 
M. Darboux dans son Mémoire 


ds* = e** (du? + ds?), 


les rayons de courbure principaux R et R’ ont, en chaque point (u,v) 


pour valeur 
h A 
R=—5, R=/ 


=) 
q Pı 


q et p, étant deux des six rotations. 
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hs h ls 
Si l’on compare ces deux expressions de e* D on voit qu'il faut et 


il suffit, pour obtenir une surface répondant à la question, que l’on 
alt 


U f? tang? (7 +@/[%) +U, 
(51) ‘ =f'ang(s+ef [T) 
| +f (9+ ef [%) | + tang* (e+ar fF)|- 


dv 

quels que soient uw et v, ou u et fF: 
Si l'on supposait f'(u) 0, {F figurerait dans (51) isolément et 
sous le signe tang et l'on aurait {= fonction de u, c'est-à-dire 


dv , La. . . . 
(% = const., c'est-à-dire enfin e = fonction de u, ce qui conduirait 


a une surface de revolution. 
Laissons ce cas de côté et soit /’(u) =o, d’où f = une constante m; 


(51) ne contient plus [7 que dans tang?; il faut alors que (51) ait 


lieu quel que soit tang?, ce qui donne 
Um°— mœ'(u) =U. 


Le rapport de U à U, doit donc être constant. Mais les expressions (8) 
de U et de U, montrent que cela ne peut avoir lieu que si w =o, et 
nous savons qu'alors les lignes de courbure # = const. enveloppent un 
cylindre. 


Ainsi : 


Quand une surface à courbure moyenne constante a ses lignes de cour- 
bure planes dans un système, les plans de ces lignes de courbure envelop- 
pent un cylindre. 


Prenons pour U et U, les valeurs (8). Cela exige que l’on fasse 
m° = — 1, 
m=i. 
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L’équation (44) devient alors 


et, en introduisant à la place de ¢ la variable», liée av par dv, = NUL 
Vi+ 
V Oh 
92 2 (e%* — 1) = ————. et —. 


Cette relation va nous donner la fonction V pour les surfaces que 
nous cherchons. 
e* doit, en effet, avoir la valeur (9’) 


u + 10, Cu — iv, 
(es (5%) 
(9') et = —~___,_~___.__.. 
(=) u (+) 
2 2 


laquelle peut s’écrire 











3 


u iv 
1— À? sn°— sn? — 


(53) et — — ——. 
kK (sm = —sn? “1 
2 2, 


Si l’on porte cette expression dans (52), « disparait et il reste 
V _ 72a 
Vır Vi | kisnie, 


Nous avons posé plus haut 


pour la commodité du calcul. 
Posons maintenant 


» 8 ° I . e 
c'est-à-dire remplaçons — 2a? par =; il viendra 


Vi Vi 


v = akisniv, 


~ . I 
34 VE _ __eesSE 
(24) ı + atk*sntiv, 


La fonction A se déterminera ensuite au moyen de l’equation diffe- 
rentielle (18’) 


(18') di. = 2iMVds,, 


avec 
I 
2 SN 46, 


M — 





Connaissant V et A, on les portera dans les équations (21) qui re- 
présenteront alors les surfaces à courbure moyenne constante et à 
lignes de courbure planes dans un systeme. 

Si l'on voulait chercher celles de ces surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes dans les deux systèmes, il faudrait identifier 
l'expression de V tirée des relations (28) avec l'expression (54). On 
trouve que cette identification est impossible. Donc : 


A part les surfaces minima de Bonnet, il n'existe pas de surfaces a 


courbure moyenne constante et à lignes de courbure planes dans les deux 
systemes. 


Dans tout ceci, nous avons laissé de côté le cas où la fonction /(u), 
au lieu de se réduire à une constante m différente de zéro, serait nulle; 


| »: . . Oh 
dans ce cas, en effet, l'équation (49) donnerait pour — une expres- 


sion de la forme Ue et la surface cherchée rentrerait dans la caté- 
gorie des surfaces (36) à lignes de courbure circulaires dans un sys- 
teme. Or il est facile de s'assurer, soit géométriquement, soit par le 
calcul, que la sphere est la seule de ces surfaces qui soit à courbure 
moyenne constante. 
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dans la séance du 24 avril 1893; il m'a permis, cela va sans dire, de 
simplifier dans une mesure considérable ma premiere démonstration 
de la convergence des développements des intégrales. 

J'aurai souvent à m'appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré- 
sultats qui font l'objet de mon dernier Mémoire (De l'Existence des 
intégrales dans un système différentiel quelconque ) : les chiffres suivis 
d'un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont 
ıl s'agit, et lex chiffres non suivis d'un astérisque à celles du present 
Mémoire. 


Systèmes harmoniques. — Conditions de passivité d'un système 
harmonique. 


I. Voir les n°° 1° à 13° du Mémoire cité plus haut (Annales de l’École 
Normale supéricure, p.65 à 86; 1893). 


Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique, 
passif et linéaire du premier ordre. 


2. Lorsqu'un systeme différentiel du premier ordre est harmonique, 
passif et linéaire par rapport aux derivees des fonctions inconnues, il 
admet un groupe d’integrales ordinaires (2°), et un seul, répondant à 
des conditions initiales données (8°). 

Pour établir l'existence du groupe unique d’integrales dont parle 
l'énoncé, il suffit, comme nous l'avons dit ailleurs (8*, III), de prou- 
ver la convergence des développements de ces intégrales. L’artifice 
employé, pour certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire 
publié par M. Méray avec ma collaboration (‘}, m’a suggéré la démon- 
stration suivante. 

Il, Definition des majorantes. 

Voir 15*, I (Annales de l’École Normale supérieure, p. 124; 1893). 


JI. Sovent f(x, y,...) une fonction olotrope à l'intérieur d'un sys- 
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(1) Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d’ur système d’e- 
quations différentielles partielles (Annales de l'École Normale superieure, p. {7 et sui- 
vantes; 1890). 
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téme de cercles de rayons R,, Ry, ...; Los Yo, -.. des valeurs particulières 
intérieures aux cercles dont il s’agit; r une première quantité positive in- 
Jérieure aux différences R, — modx,,R, — mody,,...;« une deuxième, 
positive ou nulle, quelconque d’ailleurs ; M une troisième supérieure à tous 
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y, ...) à l'intérieur et 
sur les circonferences des cercles de rayon r décrits respectivement de x,, 
Yo, -.. comme centres; B, y, ... des constantes positives au moins égales 
1 . ee 

a -; enfin / li}. 

—3 enfin m un entier positif. 

Cela étant, la fonction 


M + x 


DÉTENTE Er Chu 


est majorante pour f(x, v,...) relativement aux valeurs £,, Yo» ---- 


Voir 15”, If (Annales de l'École Normale supérieure, p. 124 et 125; 
1893). 

III. Se l'on désigne par u une fonction inconnue de la variable inde- 
pendante x, par U, (x, u) une composante donnée, olotrope al "intérieur 
d'un système de cercles, et par x,, u, des valeurs intérieures aux cercles 
dont il s'agit, l'équation différentielle 

du oe 

— —_ U, (r,u 

dx i ( ? ) 
est identiquement vérifiée par la substitution à u de la somme d'une serie 
entière en X — Xo, se réduisant a u, pour © = Lo. 


Voir 15*, IIL (Ann. del’ Ecole Normale supérieure, p. 125 à 127; 1893). 
IV. Nous nommerons désormais : 


(A) le système harmonique, passif et linéaire du premier ordre que 
vise l'énoncé ; 

Lo, Jos --- les valeurs initiales des variables indépendantes æ, y, ...; 

Uos Vo, --- celles des fonctions inconnues u, 9, ...; 

u,9, ... les determinations initiales de u, 9, ...; 

coefficients du systeme (A) les diverses fonctions de x, y, ..., 14,9, ... 
qui figurent dans ses seconds membres, soit comme multiplicateurs 
des dérivées paramétriques premières, soit comme termes indépen- 
dants de ces dérivées. 
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, tous olotropes dans 
quelque systeme de cercles, et les valeurs initiales 24, Yo, „Un Ves --- 
respectivement intérieures aux cercles dont il s'agit. 

Cela posé : 


Le systeme déduit de {À ), en y remplaçant les coefficients des seconds 
membres par certaines majoranles relatives aux valeurs uutiales x,, 
Vor ces Ugs Vos... possède un groupe d’integrales satisfaisant à la 
double condition : 1° de se réduire respectivement à Ug, v,, ... pour 
A = Los ¥ == Vos -..; 2° d'admettre, pour leurs dérivées paramétriques 
de tous ordres, des valeurs initiales positives et supérieures aux modules 
de celles qui ont été choisies pour les dérivées semblables des intégrales 


hypothetiques de (A). 
Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 
y Vs cs Uy Vs 


du systeme (A). faisuns correspondre autant de constantes posi- 
tives 


fal fa 
Zs, I; -..;, Pr» >» ee 6 9 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé- 
rant ensuite l’une quelconque des dérivées premières de u, v,..., 
appelons pords de cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids 
de la fonction à laquelle elle appartient par celui de la variable inde- 
pendante à laquelle elle se rapporte. Soient enfin : 
gle nombre des fonctions inconnues u, ¢,...; 
é une quantité positive moindre que 1; 
u. une quantité positive quelconque ; 

. I 
© (=) la fonction rs 


Il résulte de l’alinéa III que, en désignant par w une fonction in- 
connue de la variable indépendante z, l'équation différentielle 


(1 dw pO(t+ gw) 
) di 1— €O(t£+ gw) 


est identiquement vérifiée par la substitution à æ d’une série entière 
en ¢ dont la somme s’annule avec ¢. D'ailleurs les valeurs initiales des 
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dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si l'on 
développe 9 (=) par la formule 


I-T+T-+..., 


et que, apres avoir remplacé = par 2 + go, on ordonne le résultat par 
rapport aux puissances de et a’, on voit immédiatement que les va- 
leurs initiales de la fonction O(¢ + gs) et de ses dérivées de tous 
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc- 


e I . , . 
tion —.__—___. Sg , ls fi . | \ 
16H gy’ qu'on peut développer suivant la formul 


r+:@0-+¢76?+..., 


par suite enfin du produit 


‘ «rit Ee — 
ROC gw) 1— 80 (+ gr) 


second membre de l'équation (1). Les valeurs initiales des dérivées de 
tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro- 
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées à leur 
calcul, elles se présentent sous forme d'expressions entières, à coeffi- 
cients entiers et positifs, par rapport aux valeurs initiales du second 
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W (2) l'in- 
tégrale considérée de l'équation (1). Nous observerons en outre que 
cette même équation peut encore s’écrire, soit sous la forme 


dv _ sin yeß?(2+ ur) 
(2) da HOUR) ET STE am)’ 


soit sous la forme 


dw dw . du 
(3) di == pO(E+ gw) +ea8(t+ gw) de + &,0(¢ + gw) WoC” 
où €,, &,,... désignent des quantités positives, en nombre limité, ayant 
pour somme e. Si, dans l’une quelconque des équations (2), (3), on 
remplace alors la variable ¢ par 


(re To) + 2"(Y — Vo) +..., 
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et la quantité gw par 


3'(u — Uy) + B"(8 — bo) +..., 


. . , , + , dw . . 
si l’on substitue enfin à la dérivée => qui peut figurer dans divers 


termes de l'équation considérée, divers produits obtenus chacun en 
multipliant par son poids l’une quelconque des dérivées premières de 
u,®,... relatives à r, y,..., il est facile de voir que la relation résul- 
tante est identiquement vérifiée pour 


| u = Uo + 3 W [2' (ro) + 2"(¥ — Fo) +...) 


| ee gi W Lx Cr — rg) + 2" — yo) +...], 


Cela posé, prenons dans le système (A) une relation quelconque (a). 
et désignons par g le nombre (7.0) des dérivées contenues dans son 
second membre, par A,, A,,..., A, les dérivées dont il s’agit, par A 
celle qui figure dans son premier membre, par &,, ®,, ..., By, © les 
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons enfin, pour abréger, 


ln) + 2" N) +. + 3 — tg) + 86 — 04) +. 


Suivant que l’entier g sera nul ou positif, c'est-à-dire suivant que l’é- 
quation (a) aura Pune ou l’autre des deux formes 


A= f(T, y, ...,u, 6, 22.) 


A=f(r pr... Uy Oy ce DAA (Ly y... Uy Oy ...) AY 
+ fa (Ty I Uy Py ce) Agee. + far, Hy oe ey Uh, 2) Ags 


on considérera l’une ou l’autre des deux relations 


pe@*(s) 


wA = pO(s) + 1—e0(s)’ 


oA = pO(s)+ = m1 (s) À, + 7 W,98(s)A,+...+ à 48 (5) Ag 


et on multipliera par — les deux membres de la relation dont il s'agit: 
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l'équation résultante ((a)) ne différera alors de (a) que par les coefti- 
cients, fonctions de æ, y, ..., 4,9, ..., qui figurent dans le second 
membre. A chaque équation du système (A) on fera correspondre de 
la même manière une équation telle que ((a)) : on obtiendra finale- 
ment un systeme ((A)), ne différant de (A) que par les coefficients 
des seconds membres, et identiquement vérifié par la substitution à 
u,#,... des seconds membres de (4), c'est-à-dire de fonctions qui 
prennent en 2, Yo, - . . les valeurs initiales «,, 9,, ..., tandis que leurs 
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement posi- 
tives. Chacun des nouveaux coefficients s'obtient d’ailleurs en faisant 
le produit de O(s) par quelque constante positive, et y ajoutant par- 


fois le produit de 
0° (5) 
1—eO(s) 


par quelque autre constante positive. La première de ces deux con- 
stantes, qui seule est importante à considérer, et que nous nomme- 
rons, pour abréger, caractéristique du coefficient, dépend de e ou de u. 
suivant que le coefficient où elle figure multiplie ou non quelque de- 
rivée. Son produit par O(s) est identique au coefficient de ((A)) dont 
s’agit, ou l'admet pour majorante relativement aux valeursx,, Yos «>» 
Uys Vos ern. 

La constante positive e étant choisie sous la seule condition d’être 
inférieure à 1, fixons maintenant les valeurs des constantes positives 


(5) BP, a, a, ..., BY GB”, 
A cet effet, soient : 


R,, R,, ...,R,, R,,... les rayons des cercles à l’intérieur desquels les 
coefficients des seconds membres de (A) sont supposés olotropes ; 
rune quantité positive inférieure, d’une part à toutes les différences 


R,— mod:r,, R, — mod y,, un 
R, — mod os R, — mod Cos eeey 


d'autre part aux rayons de convergence des déterminations ini- 
tiales v, 9,... choisies pour les intégrales hypothétiques de (A); 
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M une quantité positive supérieure à tous les modules que peuvent 
acquérir les coefficients des seconds membres de (4), et les deri- 
vées premieres des déterminalions initiales v, 9, ..., à l'intérieur 
et sur les cireonférences des cercles de rayon r ayant pour centres 
les valeurs initiales de leurs variables respectives : 


“1, | 
P la plus grande des deux quantités M, —; 


Q un entier positif supérieur à la plus grande valeur que puisse at- 
teindre, pour une équation quelconque du systeme (A), le nombre 
des dérivées figurant dans le second membre; 

hy hy, .... A, les plus petites valeurs que puissent respectivement at- 
teindre les cotes premiere, seconde, ..., p®e des diverses variables 
indépendantes (1°); 

G,, Gy, .... G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement 
atteindre celles des diverses fonctions 1:.connues: 

fir fasse. Jp les plus petites valeurs et J,. 4,, ..., J, les plus grandes 
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées figurant dans l'ensemble des équations (A). 


Designant en outre par 


f, if 
I, 129 Jjs Jay eoeg Sp 


p + 2 constantes positives, dont les valeurs vont être fixées dans un 
instant, nous prendrons : 1° pour chacune des quantités 2’, a”, ... le 
produit de x par des puissances de 9,, 9,,..., 9, d’exposants respecti- 
vement égaux aux cotes premiere, seconde, ..., pire de la variable 
correspondante; 2° pour chacune des quantités 3’, 8”, ... le quotient 
de 3 par des puissances de 9,, 9,,...,9, d’exposants respectivement 
égaux aux cotes première, seconde, ..., p*"* de la fonction inconnue 
correspondante. Le poids d'une dérivée première quelconque aura 
alors pour valeur le quotient de - par des puissances de 9,, 0,, ..., 9, 
d'exposants respectivement égaux aux cotes premiere, seconde, ..., 
pv de la dérivée considérée. 

Cela étant, on peut disposer de 9,, 9,, ..., 9, de manière que les 
aractéristiques dépendant de € soient toutes supérieures à P, quels 
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que soient à et 3. I suffit, pour réaliser cette condition, de prendre 
successivement 


| In >ı, 
| ‘ P 
Ip > ro. 
€ 
Op > I, 
P _; 

| Ip-ı > re gr Ip: 

(6) ; EE . 
Ve > I, 


f; hr Ps 


PQ 
E 


9 > I, 


| 

(* > 
0 
[a > HO ren. pn 


En effet, si l'on considère une relation quelconque du systeme ((A)), 
chacune des dérivées que contient son second membre a, par hypo- 
thèse : soit une cote première inféricure à celle du premier membre; 
soit une cote première égale à celle du premier membre, avec une 
cote seconde inférieure; ...; soit des cotes première, seconde, ..., 
(p—2)"™* respectivement égales à celles du premier membre, avec 
une cote (p — 1)"" inférieure; soit enfin des cotes premiere, se- 
conde, ..., (p — 1)” respectivement égales à celles du premier 
membre, avec une cote p“"° inférieure. Comme on a pris 0, > ı, 
0, >1,..., 9, >1, les caractéristiques dépendant de e ont donc, sui- 
vant le cas, une valeur supérieure à l’une ou à l’autre des quantités 


de, is he Gis 9, 


E . 

— Dir tr... Ga 
Q pP 3 29 
.. 02 eee eee ee ee o —° 4 
— Glp—4Pp 

) P ports 

€ 

Q 9,3 


elles sont donc toutes supérieures à P, en vertu des inégalités (6). 
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Si, après avoir ainsi fixé 9,, 9,, ..., 9,, on prend 


_ Po 
che, . Ghr 


P 
LG DD 
3 > PSH 6%... 5%, 


x > 


>| 


les constantes 2’, 2”, ..., 9, 3”, ... seront elles-mêmes supérieures 
a P. 
Enfin, si, désignant par a la plus petite des quantités 2’, 2”, ..., et 
op pe 6 n re 4 fan PB 
par B la plus grande des quantités 3’, 3”, ..., on prend u > —-, toute 
a 


aractéristique dépendant de u, étant au moins égale a 5 


BR sera, par 


suite, supérieure a P. 

En rapprochant de l’alinéa II tout ce qui précède, on voit sans peine 
que les divers cocflicients du systeme (A) admettent comme majo- 
‘antes, par rapport aux valeurs X, Yo, -- +s Us Vos -.., les coefficients 
correspondants du systéme ((A)). Ce dernier possède d’ailleurs, 
comme nous l'avons remarqué il va un instant, un groupe d intégrales 
se réduisant respectivement à uy, %o,... POUr T = Los Y = Yes. et 
admettant des dérivées de tous ordres à valeurs initiales positives. Il 
nous reste à faire voir que, parmi ces dérivées, celles qui sont para- 
métriques ont des valeurs initiales supérieures aux modules de celles 
que l’on a choisies pour les dérivées semblables des intégrales hypo- 
thétiques de (A). 

Or, d'après les formules (4), toute dérivée d'ordre total met d'ordres 
partiels 4, A”, ... des intégrales considérées de ((A)) est égale à la 
dérivée semblable de quelqu’une des fonctions 


5 WLa (ea) + a (y Ie) +. 
Br W [al (2 — ry) + a" (y — Jo) +...], 


9 029 2 69 0 0 D 9% 6 0 0 5 0 9 e 0 9 0 © © e © 9 208g 


sa valeur initiale s’obtient donc en divisant 


A fd" W(t) 
Vie apt kk NE) 
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par l’une ou l’autre des constantes 3’, 8”, .... Chacune de ces dernières 
étant au plus égale à B, et chacune des constantes a’, 2”, ... au moins 
égale à a, la valeur initiale dont il s'agit est supérieure à 


ar Td" We) 
B der he 


D'un autre côté, le second membre de l’équation (1) qui, avec la con- 
dition initiale 


(7) wo pour t=o, 


définit la fonction W (4), est majorant pour la fonction 40 (4), car la 
suppression du dénominateur 1 — eO (4 + gw’), et la substitution de o 
à la constante positive g dans le numérateur uO (4 + gw), ne peuvent 
évidemment que diminuer les valeurs initiales, pour { — 0, x = 0, 
du second membre et de ses dérivées de tous ordres relatives à ¢ et ar. 
Si done on considère successivement l'équation (1) et l'équation 

dw 


di uO (1), 


il résulte immédiatement de la forme des expressions ultimes que les 

dérivées de tous ordres de l'intégrale déterminée par la condition ini- 

tiale (7) auront, dans le premier cas, des valeurs initiales supérieures 

à celles qu'elles possèdent dans le second. D'après cela, toute dérivée 

paramétrique d'ordre m des intégrales considérées du système ((A)) a 

une valeur initiale supérieure à la quantité 
am pa 


— 21.2...(mM— 1) = -— 1.2...(m — ı) a"! >P ! 


B B 


.2...(m—1) 
pial ° 


A plus forte raison a-t-elle une valeur initiale supérieure au module 
de celle que l'on a choisie pour la dérivée paramétrique semblable 
des intégrales hypothétiques de (A): car cette dernière peut être 
considérée comme une dérivée d’ordre m — 1 de quelqu’une des de- 
rivées premières des déterminations initiales données, et des lors le 
module de sa valeur initiale tombe nécessairement au-dessous de 


1.2...(m --ı) 
pani u 


P 
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Réduction dun systéme différentiel quelconque à un système harmonique 
et passif. 


3. Vorr les 0° 18" a 22° du Mémoire deja cité ( Annales de [Ecole 
Normale superteure, p. 167 à 1813 18095 1. 


Réduction d'un systeme harmonique et passif quelconque à un système 
harmonique, passif et linéaire du premier ordre. 


4. Étant donné un systeme harmonique et passif, dont nous dési- 
gnerons l'ordre par K, si l'on partage en groupes les diverses équa- 
tions qui le composent, suivant que les premiers membres des équations 
dont il s'agit appartiennent à telle ou telle des fonctions inconnues, et 
si, dans chacun des groupes résultants, on évalue le nombre des équa- 
lions d'ordre K, le plus grand des entiers ainsi obtenus se nommera, 
pour abréger, le genre du système. 
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Cela posé : 
Tout système harmonique et passif d'ordre K >1 se ramène à un sys- 
téeme également harmonique et passif. qui est : 


Ou d'ordre moindre : 
Ou d ordre egal, mais de genre moindre. 


I. Nous supposerons jusqu'à nouvel ordre que, dans le systeme 
harmonique et passif donné, UN PREMIER MEMBRE, QUEL QU'IL SOIT, N’EST 
LA DÉRIVÉE D'AUCUN AUTRE, Et NOUS DESIGNERONS EN PAREIL CAS PAR Ÿ LE SYS- 
TEME DONT IL S’AGIT; cette restriction ne sera supprimée que dans la 
dernière partie de la démonstration (VI, ınf.). 

Si l'on partage en groupes les diverses équations du systeme X, sui- 
vant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle des 
fonctions inconnues, il est clair que toute fonction correspondant a un 
groupe d'ordre K admet, dans chacun des ordres 1,2,...,K —1, quel- 
que dérivée parametrique. 


II. Nous déduirons du système &, à l’aide du mécanisme décrit ci- 
après, un nouveau système jouissant de propriétés remarquables que 
nous établirons ensuite. 


A. Désignant par x, v, ... les variables indépendantes, et par u, 
e,... les fonctions inconnues du système %, nous adjoindrons à u, 
v,... de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à celui des 
dérivées paramétriques des ordres 1, 2,..., K — r,et nous écrirons 
que celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonctions incon- 
nues; nous obtiendrons ainsi un PREMIER GROUPE @,, d’ordre K —1, soit 


B. En supposant, pour fixer les idées, que la fonction x soit une 
de celles dont quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre 
dans Z, designons par 2, l’ensemble des équations de &£ qui ont pour 
premiers membres des dérivées de la fonction u, et partageons £, en 
deux groupes Z,, Z,, dont le premier contienne les équations des ordres 
1,2,..., K — 1, et le second Ics équations d'ordre K. Si, dans les 
ordres 1, 2, ..., K — ı, on prend à volonté une dérivée paramétrique 
de la fonction & (1), sa comparaison avec les divers premiers membres 
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de 2” pourra donner lieu aux deux cas suivants : ou bien quelque pre- 
mier membre de X, aura avec la dérivée considérée quelque variable 
de differentiation commune; ou bien un premier membre, quel qu'il 
soit, de £” n’aura avec la dérivée considérée aucune variable de diffé- 
rentiation commune. Nous pourrons, d’après cela, partager les deri- 
vées paramétriques de & d'ordre inférieur à K en deux groupes (A,), 
(+4), contenant, le premier les dérivées de la première sorte, et le se- 
cond les dérivées de la deuxième sorte. Un semblable partage devra 
(ailleurs être fait pour toutes celles d’entre les fonctions inconnues 
dont quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre 
dans 2. 

Comme nous l'avons expliqué au n° 1°, chacune des variables inde- 
pendantes x, y, ... et des fonctions inconnues u, r, ... du systeme 
harmonique 2, par suite aussi chacune des dérivées de ces dernières, 
se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons a chacune 
des nouvelles fonctions inconnues u, ... des cotes première, seconde, ..., 
pi" respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon- 
dante; nous affecterons en outre les variables indépendantes x, y, ... de 
cotes (p + 1)" toutes égales entre elles, les anciennes fonctions incon- 
nues u, #,... de cotes (p+ y femes quelconques, enfin les nouvelles fonc- 
tions inconnues u, ... de cotes (p + 1)" satisfaisant a la double con- 
dition suwante : 1° Si l'on considère les nouvelles fonctions inconnues 
dérivées d'une même ancienne quelconque, leurs cotes (p + 1)" sont 
toutes distinctes entre elles; 2° Si la fonction u est une de celles dont 
quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre dans Ÿ, les cotes 
(p+ 1)" des nouvelles fonctions inconnues qui correspondent aux de- 
rivees parameiriques du groupe (h,) sont inférieures à celles des nouvelles 
fonctions inconnues qui correspondent aux dérivées parametriques du 


groupe (Y,). 


C. Désignons actuellement par A un entier positif SK — 1, par g 
un entier positif quelconque, et considérons, relativement au sys- 
teme 2, une dérivée paramétrique d'ordre # + g; on peut, et souvent 
même de diverses manières, la regarder comme résultant d’une dilfé- 
rentiation d'ordre g exécutée sur telle ou telle des dérivées paramé- 
triques de l'ordre #, et, par suite, sur telle ou telle des nouvelles 
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fonctions inconnues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (B) que 
les diverses dérivées d'ordre g (des nouvelles fonctions inconnues) qui 
reproduisent ainsi, à la notation près, une même dérivée paramé- 
trique d’ordre A+g du système £, ont des cotes premiere, se- 
conde, ..., p“® respectivement égales aux cotes homologues de cette 
dernière; de plus, si ces dérivées sont en nombre supérieur à 1, leurs 
cotes (p + 1)*"* sont nécessairement distinctes entre elles, car les nou- 
velles fonctions inconnues auxquelles elles appartiennent respective- 
ment ont des cotes (p-+ 1)""" toutes distinctes, tandis que les variables 
indépendantes ont des cotes (p +1)°"" toutes égales entre elles. 


D. Partageant les équations du système X en deux groupes LY’, X”, 
dont le premier contienne les équations des ordres 1, 2, ..., K—1, ct 
le second les équations d’ordre K, on considérera le groupe 2’, et l’on 
substituera aux dérivées paramétriques qui figurent dans les seconds 
membres les nouvelles fonctions inconnues correspondantes. On tom- 
bera ainsi sur un DEUXIÈME Grocer ®,, dont l'ordre ne peut dépasser 


K — 1. 


E. Considérons à volonté deux équations, l’une dans le groupe @,, 
l’autre dans le groupe ©,, sous la seule condition que leurs premiers 
membres soient les dérivées d'une même fonction inconnue. Si, pour 
fixer les idées, D .u = u est l'équation extraite de ©,, et D.D.u la ré- 
sultante d’ordre minimum des deux premiers membres, la dérivation 
exprimée par le symbole 9 est d'ordre nécessairement supérieur à 
zéro et au plus égal à K — 1. Cela étant, on considerera la relation ul- 
time de & qui a pour premier membre D.D.u, et on y remplacera ce- 
lui-ci par D .u; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer 
dans le second membre, on les remplacera, si elles sont d’ordres 1, 
2,..., K — 1, par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, 
et, si elles sont d'ordres K, K +1,..., par des dérivées d’ordres 1, 
2,... appartenant à celles d’entre les nouvelles fonctions inconnues 
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de l’ordre 
K — 1; on aura soin seulement, toutes les fois qu’une substitution de 
cette dernière sorte sera possible de plusieurs manières, de choisir, 
parmi les diverses dérivées à substituer, celle dont la cote (p+1)*™ est 
la plus faible (C). 
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terme, et nous égalerons le dernier d’entre eux à chacun des précé- 
dents, en ayant soin qu'ils figurent toujours, ceux-ci dans les premiers 
membres, celui-là dans les seconds membres des équations resul- 
tantes. 

En variant de toutes les manières possibles, sous les conditions in- 
diquées, le choix de la dérivée ¢, et répétant chaque fois l'opération 
précédente, nous tomberons sur un CINQUIEME ET DERNIER GROUPE G,, 
dont l’ordre ne dépasse pas K — 1. 


H. Nous nommerons Q le système différentiel 
[G:, G:;, G:, G,, G:], 


formé par la réunion des cinq groupes précédents. 
INT. Le systeme Q (11, H) est, comme X (1), harmonique et passif. 


A. Chacune des équations du systeme Q, considérée isolément, est har- 
monique (12°, 111). 


Le point en question est évident pour les groupes G,,6,,G.. 

Considérons maintenant une équation appartenant soit au groupe &,, 
soit au groupe ©,. Si l'équation considérée a été déduite d’une rela- 
tion ultime de £ dont l’ordre soit inférieur ou égal à K — ı, elle ne con- 
tient dans son second membre aucune dérivée. Supposons, au contraire, 
qu'elle ait été déduite d’une relation ultime d'ordre supérieur à K — 1: 
deux cas sont alors à distinguer. Lorsque la nouvelle fonction in- 
connue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de cette 
équation correspond à une ancienne dérivée paramétrique d ordre in- 
férieur à K — 1, le second membre est d'ordre nécessairement infé- 
rieur au premier membre. Lorsque la fonction inconnue dont il s'agit 
correspond au contraire à une ancienne dérivée paramétrique d'ordre 
K —1, le second membre peut contenir quelque dérivée d'ordre égal 
au premier membre; mais alors, comme la substitution aux nouvelles 
fonctions inconnues u, ... et à leurs dérivées des quantités D.u, ... 
et de leurs dérivées semblables transforme l'équation considérée en 
une relation ultime, nécessairement harmonique (12*, III), (42%, IV), 
du système &, il résulte du choix que nous avons fait, pour les cotes 
des nouvelles fonctions inconnues (Il, B), que les dérivées d'ordre 
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Car le premier membre de chaque relation &, et ses dérivées, qui, 
après le changement deu, ... en D.u, ..., deviennent respectivement 
identiques au second membre correspondant et à ses dérivées sem- 
blables, ont, avant cette substitution, soit des ordres respectivement 
supérieurs, soit des ordres respectivement égaux avec des cotes 
(p + 1% respectivement supérieures; et d’un autre côté, dans les 
relations ultimes du systeme € qui ont servi à former [@,, ©,], ona 
eu soin de remplacer chaque dérivée paramétrique des ordres 1, 2,..., 
K — ı par la nouvelle fonction inconnue correspondante, puis chaque 
dérivée parametrique d’ordre supérieur à K — ı par une dérivée de 
nouvelle fonction inconnue qui füt d'ordre le plus petit possible, en 
même temps qu’elle possédait, dans cet ordre, la cote (p + 1)" la 
plus faible. 


C. Le simple rapprochement de À et B prouve la nature harmonique 
du système Q, et il nous reste à établir sa passivité. 


D. Si aux nouvelles fonctions inconnues u, ... du système ( et a leurs 
dérivées parametriques de tous ordres on substitue respectivement D.u, ... 
et leurs dérivées semblables, on reproduit une fois et une seule chacune 
des dérivées parametriques du système &, et aucune de ses dérivées prin- 


cipales. 


Ce point résulte immédiatement des suivants : 

1° Si aux nouvelles fonctions inconnues u,.. et à leurs dérivées de 
tous ordres on substitue respectivement D.u, ... et leurs dérivées 
semblables, on reproduit, avec certaines dérivées principales du sys- 
teme Z, au moins une fois chacune de ses dérivées paramétriques. 

Car, dans le système &, toute dérivée paramétrique d'ordre supé- 
rieur à K—1 est forcément la dérivée de quelque dérivée paramétrique 
des ordres 1,2,..., K—1; une dérivée paramétrique d'ordre quel- 
conque coinctde donc, à la notation près, soit avec quelqu'une des 
nouvelles fonctions inconnues, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 

2° Parmi les dérivées des nouvelles fonctions inconnues, celles que 
le changement de u, ... en D.u, ... transforme en dérivées princi- 


pales du systeme Z, sont elles-mêmes principales relativement au sys- 
tème Q. 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. -- DÉCEMHRE 1893. 48 
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groupe &,, est nécessairement paramétrique dans le systeme =: effec- 
tivement, elle ne peut, à cause de notre hypothèse, coincider avec au- 
cun des premiers meinbres de & ni aucune de leurs dérivées; et, d’un 
autre côté, s’il existait quelque premier membre de &” qui, lui ou une 
de ses dérivées, se cunfondit avec elle, comme le premier membre en 
question serait d'ordre K, et, par suite, d’un ordre plus élevé que 
D“ ".u, D.u aurait quelque variable de differentiation commune avec 
ce même premier membre, ce qui est impossible, puisque D.u est 
supposée appartenir au groupe (y,). Cela posé, soient 


Œ.D.u, @*®- "DF Lu 


les deux expressions dont la résultante en question est susceptible a 
l'aide de D.u et D*—".u, ct où €, C*” désignent des symboles de de- 
rivation d'ordres au plus égaux à K — 1. Si D.u est d'ordre inférieur 


* 


à K — 1, la premiere des expressions 


€ tb Urn, gt" 


est d’ordre supérieur à la seconde; si D.u est d’ordre K — 1, les deux 
expressions sont d'un même ordre nécessairement supérieur à zéro, 
mais la première a une cote (p + 1 )“"* supérieure à la seconde, puisque 
D.u = u fait partie du groupe (y,), et D* ".u = n°” du groupe (A,) 
(II, B); donc, dans tous les cas, € .u est le premier membre de quel- 
que équation du groupe @,. Finalement, puisque D.D.u coincide 
avec €.D u ou quelqu’une de ses dérivées, D. u coincide avec €.u 
ou quelqu’une de ses dérivées; c’est donc une dérivée principale du 
système (2. 

3° Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues 
u,... et leurs dérivées de tous ordres, on considère tous les termes 
que le changement deu, ... en D.u, ... transforme en une même dé- 
rivee paramétrique du système &, il en est un et un seul qui coincide 
avec quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs déri- 
vées paramétriques (relativement à Q). 

‘ffectivement, si l’on partage les termes considérés en groupes suc- 
cessifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou 
nuls), et que l’on range ensuite les termes de chaque groupe d’après 


#0 Mir iEr.. 
les valeurs decroissantes Je leurs cotes p—1."*, nécessairement 
distinetes JT, © . un terme quel-onque de la suite 


Don... Da... Dia’. 


ainsi obtenue, est evidemment etranger au groupe formé par les pre- 
miers membres de [O..6..6 .6,] et leurs derivees, et il suffit des 
lors de prouver que le dernier d'entre eux est étranger au groupe 
forme par les premiers inembres de ©, et leurs derivees, tandis qu'au 
contraire chacun des precedents en fait necessairement partie. 

Or, si le dernier terme D’.n’ tigurail comme premier membre 
dans quelqu’une des équations ©, ou de celles qu'on en déduit par 
dilferentiations, le second membre de cette relation, que la substitu- 
lion den,...4 D.u, ... transforme en la mème dérivée parametrique 
du systeme X, serait, ou d'ordre inferieur au premier membre, ou 
d'ordre égal avec une cote Cp — 1 inférieure; D'.a” ne serait donc 
pas le dernier terme de la suite 08), ce qui est contraire à l'hypo- 
these. 

Considérons maintenant, dans la suite (8), l'un quelconque des 
termes qui précedent le dernier, par exemple BD” .a”, et soient 


D'un’, 
D ‘ .u -= 


celles d’entre les équations ©, qui définissent les nouvelles fonctions 
inconnues a”,u”. La dérivée paramétrique du systeme = en laquelle 
se transforment, par le changement de g, ... en D.u, .., les différents 
termes de la suite (8), adinet alors, entre autres expressions, les deux 
suivantes 
D'.D'.u, D°.D°.u, 

et par suite coincide forcément, soit avec la résultante d'ordre mini- 
mum de D”.u, D‘.u, nécessairement paramétrique par rapport à 2, 
soit avec quelque dérivée de cette résultante. Si fon désigne mainte- 


nant par 
DOD a, D:'.D:'.u 


les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen 
de D'.u, D®.u, il est facile de voir que la quantité DB” .n” est 
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forcément, ou d'ordre supérieur à BD”. u, ou d'ordre égal avec une 
cote (p + 1 )iére supérieure : car une même differentiation (d'ordre po- 
sitif ou nul), exécutée sur D’’.u””, D".u”, fait retomber sur les 
quantités D’.u”, D’.u”, dont la premiere jouit précisément, par 
rapport à la seconde, de l’une ou l'autre propriété. D'ailleurs les 
ordres de D’’. u”, MD“). u sont au plus égaux à K —r. Il résulte alors 
du mode de formation des équations ©, que D”.u” se confond avec 
quelqu'un de leurs premiers membres, et par suite que MD”. u© se con- 
fond, soit avec quelqu'un de ces premiers membres, soit avec quel- 
qu’une de leurs dérivées. 


E. Les relations ultimes du système Q peuvent être partagées en deux 
catégories se distinguant l'une de l’autre par ce caractére, que le change- 
ment den, ... en D.u, ... transforme celles de la premiere en relations 
ultimes du système X, et celles de la deuxième en relations identiques 
ayant chacune pour preinier el pour second membre une même dérivée 
parametrique du système X. 


Le point dont il s’agit est évident pour les relations ultimes de 
premiere classe (4°) du système Q, puisqu'elles font directement 
partie du systeme en question; il suffit dès lors de prouver qu'en le 
supposant exact pour les relations ultimes des classes 1, 2, ...,7, il 
ne cesse pas de l'être pour les relations ultimes de classe y + 1. 

Or, les relations primiuves (2°) de classe 7 + ı du système Q sont 
de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.u, ... à 
u, ... les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour 
premier et pour second membre unc mème dérivée paramétrique du 
système 2; 2° en relations identiques ayant chacune pour premier et 
pour second membre une même dérivée principale du système %; 
3° en relations ultimes du système &£ ou en relations ultimes diffe- 
rentiées. 

Si, dans une relation primitive de la première sorte, le second membre 
est paramétrique relativement au système Q, cette relation est en même 
temps ultime, et appartient à la seconde des deux catégories dont parle 
l'énoncé. Si le second membre est au contraire principal, il appartient 
forcément à quelqu’une des classes 1, 2, ..., /, et toute expression 
ultime du second membre est de deuxième catégorie (nous voulons 
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quelque groupe d’integrales ordinaires de Q, constituent un groupe d'in- 
tégrales ordinaires de 2. 

En conséquence, la recherche des intégrales ordinaires de X se ramène 
a celle des intégrales ordinaires de Q. 


La proposition directe est évidente. 

Pour la réciproque, on observera : 1° qu’à la notation pres, Z’ se 
confond avec 6, ; 2° qu’en vertu de la restriction formulée dans l’ali- 
néa I, tout premier membre de £” peut être considéré comme une 
dérivée d'ordre K — ı de quelque dérivée paramétrique premiere, et 
que dès lors, à la notation pres, l'équation correspondante fait partie 


du groupe 6.. 


V. Le système Q est forcément : 
Ou d'ordre K — 1: 
Ou d'ordre K, mais de genre moindre que X. 


Les groupes ©,, ©,, &,, G, étant d'ordre K — 1 dans leur ensemble, 
tout revient à l'examen du groupe ©,. 

Supposons, pour fixer les idées, que u soit l'une des fonctions in- 
connues dont quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre 
dans 2, et D.u= U l'une des nouvelles fonctions inconnues du groupe 
(À,). Pour obtenir celles d'entre les équations G, qui ont pour pre- 
miers membres des dérivées de u, il faut, comme nous l'avons vu 
(11, F), comparer successivement D .u à tous les premiers membres 
de 2° : toutes les fois que D.u et un premier membre de XZ) ont quelque 
variable de différentiation commune, l’equation correspondante est 
d'ordre inférieur à K; toutes les fois que D.u et un premier membre 
de &* n’ont aucune variable de différentiation commune, l'équation 
correspondante est d'ordre K. Or, puisque D.w fait partie du groupe 
(À,), la premiere circonstance se présentera au moins une fois: donc, 
dans le système Q, le nombre des équations ayant pour premiers 
membres des dérivées d'ordre K de la fonction u est inférieur d’une 
unité au moins à celui des équations £,. 

On en déduit immédiatement le point qu'il s'agit de prouver. 


VI. La proposition qui fait l’objet de notre énoncé général se trouve 
maintenant établie en supposant que, dans le système harmonique et 


5%, BIOviER. 


pas-if donné, un premier membre. quel qu'il soit, n'est la dérivée 
d'aucun autre. Lorsque cette condition restrictive ne se trouve pas 
satisfaite, on commence par -upprimer du systeme donné les diverses 
équations dont les premiers membres. compares à ceux de telles ou 
telles équations d'ordre inférieur. en peuvent ètre considérés comme 
des dérivées: ain-i que nous l'avons fait observer ailleurs ı 13° ,. le 
sveteme résultant admet les mémes intégrales que le proposé, et pus- 
sede, comme lui, la forme harmonique et passive: s'il est d'ordre infé- 
rieur au proposé, on bien encore s’ıl est d'ordre égal, mais de genre 
moindre, il satisfait aux conditions de l'énoncé; dans le cas contraire. 
on lui applique le mécanisme décrit à l'alinéa IT. 


a. Tout systéme harmonique et passif du premier ordre est reductible 
aun systeme de méme nature. possédant en outre la forme lineaire par 
rapport aux dérivées des fonctions inconnues. 


Les raisonnements à l'aide desquels on établit cette proposition 
offrant une grande analogie avec ceux du numéro précédent, en même 
temps qu'une grande simplicité relative, nous nous bornerons à dé- 
crire, sans démonstration, le mécanisme à l’aide duquel on passe du 
premier systéme au second. 


A. En désignant par x, y, ... les variables indépendantes, et par 
u, ¥,... les fonctions inconnues du système donné, nous adjoindrons 
Au, ®, ... de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à celui 
des dérivées paramétriques du premier ordre, et nous écrirons que 
celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonctions incon- 
nues : nous formerons ainsi un PREMIER GROUPE B,. 


B. Remplaçant dans les équations proposées les diverses dérivées 
paramétriques par les nouvelles fonctions inconnues qui leur corres- 
pondent, nous formerons un DEUXIÈME GROUPE B,. 


C. Chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues 
du système harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées 
de ces dernières, se trouve, comme on sait, affectée de p cotes (p dési- 
gnant un certain entier). Cela étant, nous attribuerons à chacune des 
nouvelles fonctions inconnues des cotes premiere, seconde, ..., pifme 
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respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon- 
dante; nous affecterons en outre les variables x, y, ... de cotes 
(p + 1)*™ toutes égales entre elles, les anciennes fonctions inconnues 
u,v,... de cotes (p + 1)" quelconques, enfin les nouvelles fonc- 
tions inconnues dérivées d’une même ancienne quelconque de cotes 
(p + 1)'*™* toutes distinctes entre elles. 

De là résulte, en particulier, la conséquence suivante : si quelque 
dérivée des anciennes fonctions inconnues est paramétrique par rap- 
port au système donné ct intéresse à la fois plusieurs variables indé- 
pendantes, les diverses expressions dont cette dérivée est susceptible, 
à l’aide des nouvelles fonctions inconnues, ont leurs cotes (p + 1 )°®° 
nécessairement distinctes. 


D. Considérons à volonté deux équations, l’une dans le groupe B,, 
l’autre dans le groupe B,, sous la seule condition que leurs premiers 
membres soient les dérivées d’une méme fonction inconnue. St, pour 
du 
dy 
quation extraite de ®,, on considerera la relation ultime du systeme 


fixer les idées, — = u, est l'équation extraite de B,, et = =... l'é- 


, bd . d? de . . 
donné qui a pour premier membre ——-» et l’on y remplacera celui-ci 
dx dy 


u, 
y, ’ ° , ‘ , bd . 
par 7; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer dans 


le second membre, on les remplacera, si elles sont du premier ordre, 
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, et, si elles 
sont du second ordre, par des dérivées premieres appartenant aux nou- 
velles fonctions inconnues; on aura soin seulement, toutes les fois 
qu'une substitution de cette dernière sorte sera possible de deux ma- 
nières, de choisir, parmi les deux dérivées à substituer, celle dont la 
cote (p + 1)'*™ est la plus faible (C). 

En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condition 
que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction 
inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les 
groupes $,, 3,, et répétant chaque fois l'opération précédente, on 
formera un TROISIÈME GROUPE B,. 


E. Désignons enfin par à une dérivée (seconde) des anciennes fonc- 
lions inconnues, possédant la double propriété d'être paramétrique 
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par rapport au systeme donné, et cardinale par rapport au groupe B, : 
puis, égalons entre elles les deux expressions dont cette dérivée est 
susceptible à l'aide des nouvelles fonctions inconnues, en ayant soin 
de faire figurer au second membre celle dont la cote (p + 1)<"° est la 
plus faible (C). 

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée €, 
et répétant chaque fois l'opération précédente, on obtiendra un Qva- 
TRIEME ET DERNIER GROUPE B,. 


F. Le systeme 


[B:» B:, D, D. | 


formé par la réunion des quatre groupes, est celui auquel fait allusion 
notre énoncé. 


6. Du simple rapprochement des deux numéros précédents (4), 
(5), il est facile de conelure qua l’aide de simples différentiations, un 
systeme harmonique et passif d'ordre quelconque se ramène, de proche en 
proche, à un système harmonique ct passif du premier ordre, présentant 
la forme linéaire par rapport aux dérwées des fonctions inconnues qu'il 
unplique. 

Des lors, et en vertu du n° 3, de simples résolutions d'équations, com- 
binées avec des différentiations, permettent, dans les circonstances gene- 
rales, de ramener un système différentiel quelconque à un système har- 
monique, passif et lineaire du premier ordre. 
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INTRODUCTION. 


Depuis Newton, le but final de la Mécanique céleste est de savoir 
si la loi de la gravitation universelle peut expliquer à elle seule tous 
les phénomènes astronomiques. Le moyen d'y parvenir est de faire des 
observations aussi précises que possible, de les prolonger pendant de 
longues années ou de longs siècles, afin de déterminer avec une grande 
exactitude les inégalités des mouvements des corps célestes et de les 
comparer ensuite aux résultats du calcul. 

Or la Lune est facile à observer et son mouvement présente plu- 
sieurs inégalités importantes. La théorie de notre satellite fournit donc 
un excellent contrôle de la loi de Newton; elle nous donne aussi des 
renseignements précieux sur la parallaxe du Soleil, sur l’aplatisse- 
ment ct la rotation de la Terre. 

Pour toutes ces raisons, la theorie de la Lune est d'une importance 
capitale en Mécanique céleste. Mais elle est aussi difficile qu’impor- 
tante. Tous les géomètres qui ont suivi Newton s’en sont occupés et, 
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malgré leur génie et leurs efforts, les diverses théories qu'ils ont faites 
pour expliquer son mouvement laissent beaucoup à désirer. 

Les récentes découvertes de M. Poincaré sur le problème des trois 
corps nous montrent, en effet, le peu de rigueur des anciennes mé- 
thodes et nous apprennent qu'aucun des développements auxquels 
elles nous conduisent n’est convergent. 

Heureusement, M. Poincaré ne nous a pas laissé au dépourvu : les 
théories des solutions périodiques et des solutions asymptotiques nous 
permettent de calculer plus rapidement et plus exactement que par les 
anciennes méthodes les coefficients de certaines inégalités. 

C'est en appliquant la premiere de ces théories que j'ai calculé, dans 
une première approximation, les coefficients des principales inégalités 
périodiques des longitudes du nœud ascendant et du périgée de la 
Lune. Dans ce travail, j'ai pris pour point de départ les équations 
canoniques qui ont servi à Delaunay. 

Enfin, dans le dernier Chapitre, j'ai indiqué d'autres équations cano- 
niques qui définissent le mouvement relatif de la Lune, par rapport à 
un système d’axes animé de deux rotations correspondant aux mou- 
vements séculaires des nœuds et du périgée. 


PREMIÈRE PARTIE. 


SUR LES MOUVEMENTS DES NŒUDS ET DU PÉRIGÉE DE LA LUNE. 


I. —- Equations canoniques d’où dépend le mouvement de la Lune 
autour de la Terre. 
Solent 
Ox, Oy, Os les trois axes rectangulaires passant par le centre de la 


Terre; 
x, y, 5 les coordonnées du centre de la Lune; 


x’, y, 3’ celles du centre du Soleil; 
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m, m', M les masses de la Lune, du Soleil et de la Terre; 
R la fonction 


‘ f ! 
[ . TT + YY + Ss 
R = ms Sn TTTTT T° Te — | 
\ 
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les équations du mouvement de la Lune sont 


dr xz OR dv y — OR ds = _ OR 


—— 
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wv désigne la somme M + m. 
Si l'on supprime les seconds membres, on a les équations du mouve- 


ment elliptique 


dr TO Cy ¥_ Cs 
(a tra; “0. 7, tb 0 Je re 





S 
{= =O. 


/ 


On suppose que le plan des zy est le plan de l'écliptique et que Ox est 
la ligne des équinoxes. 
Sotent 


NII l'orbite de la Lune; 
N le nœud ascendant: 
II le perigee. 


Désignons par 


a le demi grand axe de l'orbite lunaire: 
e son excentricité : 

p son paramètre; 

= le temps du passage au périgée : 

h la longitude du nœud ascendant: 

g l'argument de la latitude du périgée. 


L'intégration des équations (x), par la méthode de Jacobi, donne 


les intégrales x, y, 3, de, ey, @ du mouvement elliptique en fonction 
" di di dt 


du temps ¢ et de six constantes arbitraires C, G.H,c, g. A, dont la signi- 
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fication géométrique est donnée par les formules suivantes : 


(h) ! C=—<, G=Vpp, H - - \/upcosz, 
C—— 7 g = NI, h —.r\. 


Si, dans les équations (x), on rétablit les seconds membres, on a 
les équations (a) du mouvement troublé. La fonction R, qui dépendait 
de æ, y, 3, x, y’, 5, devient une fonction connue de 2’, y’, 5’, c’est- 
à-dire du temps ¢ et des constantes C, G, H, c, g, A. 

En considérant ces six arbitraires comme de nouvelles variables, la 
théorie de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables sont 
données par les équations 


dl __ OR de __— OR 
| eae dt~ où’ 
() dé dg’ dt 9G’ 


dH oR dh_ OR 


dt — oh’ dt” oH 


nn. ER 


Mais ces équations présentent, comme on sait, un grave inconvé- 
nient. 

Dans le mouvement elliptique, x, y, = sont des fonctions pério- 
diques de n(¢+c), n étant le moyen mouvement de la Lune, et des 
formules (A) il résulte que n est fonction de C. De sorte que, dans les 
formules (b), le temps sort des signes sinus et cosinus, et ces for- 
mules ne peuvent s'appliquer indéfiniment ni servir à la construction 
des Tables. 

On évite cet inconvénient, en prenant, au lieu de c, la variable / dé- 
finie par l'équation 

l=n(t+c). 


On voit que / est l’anomalie moyenne. 
Apres ce changement de variable, les équations (6) n'ont plus la 
forme canonique, mais on les v ramène en posant 
d 
oP — dL, 


nm 
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cru préférable d'employer les nouvelles méthodes inventées par 
M. Poincaré. 

Nous nous proposons donc d'appliquer la théorie des solutions 
périodiques à la détermination des coefficients des inégalités pério- 
diques, qui correspondent dans les mouvements des nœuds et du pé- 
rigée aux trois grandes inégalités périodiques de la longitude. 

La méthode que nous emploierons pourra, du reste, s'appliquer à 
la détermination des inégalités des nœuds et du périgée qui corres- 
pondent aux petites inégalités périodiques de la longitude ou des 
autres coordonnées. 

Nous ne conserverons donc dans R que les termes qui introduisent 
dans la longitude, V, l’une de ses trois grandes inégalités : variation, 
évection et équation annuelle. Dans ces termes, que nous détermine- 
rons au Chapitre suivant, nous remplacerons /, / par leurs valeurs 
déduites des observations, et nous négligerons les variations du grand 
axe. 

Nous n'aurons plus alors que les quatre équations 


qa JR, dG ORR 


dı dh’ di ag’ 
du OR da at 
dt 7 dH?’ dt ~~ dG’ 


et la fonction R, qui figure dans ces équations, sera de la forme 
R=A-23Bcos[(n + Un) -- tg ch + q)]. 
On sait que les nœuds sont animés d’un mouvement rétrograde, 
dont la période est 
a = 6793), 39; 
par conséquent, A est une fonction périodique de période a. 
Le perigée étant animé d'un mouvement direct, dont la période est 


b = 3232),57, 


g +h est une fonction périodique de période b. 
Or ga et sgb ne différent pas de la centième partie de leurs valeurs. 


Posons donc 
ya:zıgb = T == bı 18,85; 
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déterminons ensuite & par la condition 


rey 4 id 
xT = 027, æ:=:1",101, 


et posons 
at—k; 


g, h, k peuvent être considérées comme des fonctions périodiques de 
période T. 

Le coefficient de 7, dans l'argument d’un terme quelconque de la 
fonction perturbatrice, est de la forme i +- Un. 

Divisons tous ces coefficients par &, nous aurons ainsi 


in -—- Un’: by A -5- € (4; trés grand CLE<T x), 


(ina Un to chat etat th + et. 


Nous négligerons, dans tous les arguments, ei devant ¢,4, ce qui 
revient à une tres légère modification des moyens mouvements. La 
fonction R ne contiendra plus le temps explicitement; elle sera de la 


forme 
R--A+XBeos(4, hag -+ hq); 


elle dépendra des variables linéaires H, G et des variables angulaires 
h, g, &, qui ont pour période T. 


Posons 
®-—szh +R 


et déterminons K par l'équation 


dK aw 


dt ~ ok? 


nous aurons alors le système canonique 


dA ab dG dK Jo 
la on de de ak 
(3) jai 0 de 06. uk 0 
da mM dt Mi dt OK 


p---- zk +R,+R,, 
wp D, — R, ; 


R,, ®, désignant les parties non périodiques de R et ®, R, est l’en- 
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semble des termes périodiques de R, que nous devons considérer pour 
le but que nous nous sommes proposé; R, contient, comme R,, na’ 
en facteur. 

Les équations (2) ont l'intégrale 


® — const. 


Considérons cette constante C comme une donnée du probleme et 
posons, comme M. Poincaré, 





Désignons, pour un instant, par x; l'une quelconque des variables 
I, G, H, et par y; la variable angulaire correspondante. 
Les équations (2) peuvent s’ecrire 


dx; _ _d@*? OF 
dt ~  2Cdy; dy; | | 
(2°) ‘ | 7) i= 1,2, 3. 
ayı ___d® _—sooF 
| dt 2Cdr,; OT; 


Les solutions des équations (2), qui correspondent à la valeur particu- 
lière C de l'intégrale ®, appartiennent aussi aux équations (2’). 

Et, comme M. Poincaré l'a montré, une solution de (2), qui est telle 
que ® soit égal à une constante C, différente de C, appartient encore 
Ci 


aux équations (2°), pourvu que l'on y change ¢ en ¢ + 


* , . . C 
En effet, en changeant, dans les équations (2). ¢ en 4, elles de- 


viennent 
dr; _ C d® | 
de C dy, 
yl i==1,2,33 
avi ba a 
dt C dr; 


et, comme ® = C,, ces équations peuvent s'écrire 











dx; _ db dF_ 
dt" oCdr;— dy; | 
— U=1,2,3 
dy, __ db fF 
de 2Cdr; da; 
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Nous calculerons seulement les deux premiers termes de ces déve- 
loppements. 

Dans F, à la place des variables G, H, K, g, A, 4, substituons les 
développements précédents et développons F suivant les puissances 
de x. Nous aurons 

F--F,+p®,+ O,+.... 
Il est clair que 
Fe 
om? 


+ ae + K 


+ x "4 OF 
wD, =F, CH, G°, K°, 4°, 9°, 49) + IT! 1 Ks’ 
®, ne dépend que des variables H°, G°, K°, 2°, g°, 4°, H',G',K'. 

Cela posé, on voit que, en égalant les mêmes puissances de u, on 
obtient une série de groupes d’équations différentielles dont les pre- 
miers sont 





27 du" | dK° 

| Ar de dt 

)) ‘ 

” di, dy OF, dk OE 
7 "om dt 0m dı 7" dK®’ 
1 att! LL Od, dx! _\ db, dk! __ od, 

. di dW dt dg OO 

© dh! _ dde dd 00, 
dt Tom’ dı aa’ dt ~~ aK 


On intégrera d'abord le systeme (5), puis le système (6). 

Nous remarquerons que, pour avoir une intégrale des équations (2) 
de période T, il ne faut pas chercher une intégrale de (3) de période T; 
car, pour cette intégrale, ® serait généralement égal à une constante C’ 
différente de C, de sorte que, pour déduire de la solution considérée 
des équations (3) une solution des équations (2), il faudrait y rem- 


C un . nr | | 
placer ¢ par to et l'intégrale ainsi modifiée n’aurait plus pour pé- 


riode T. Nous chercherons donc une solution des équations (3) de 
période T,. Pour cette solution, ® sera égal à une constante C’, et en y 


C : ; , . 
remplaçant ¢ par {> on obtiendra une solution des équations (2) de 


. a C’ 
période F, ro 
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III. -- Expression analytique de la fonction F. 


Apres avoir exposé la méthode d'intégration que nous suivrons, 
nous allons former l’expression analytique de la fonction F. 

Ne considérons que les termes de R qui, pris isolément ou com- 
binés avec d’autres, introduisent dans la longitude v une inégalité de 
même période que l’evection, la variation ou l’équation annuelle, et 
réduisons R à ceux de ces termes qui donnent dans » des inégalités 
d'ordre inférieur au cinquième ordre. L’expression de la longitude de 
la Lune, qui résulterait alors des intégrales des équations (1), contien- 
drait les trois inégalités considérées avec des coefficients ne différant 
de ceux que donnent les observations que de quantités du cinquième 
ordre. 

Par conséquent, les intégrales g et A des équations (1), obtenues en 
réduisant ainsi R, nous détermineront en quelque sorte les inégalités 
périodiques des nœuds et du périgée qui correspondent aux trois 
grandes inégalités périodiques de la longitude. 

De cette façon, nous négligeons, dans la fonction perturbatrice, des 
termes qui, à première vue, semblent plus importants que d’autres 
que nous conservons; puisque, pris séparément, ils introduisent dans 
les expressions des coordonnées de plus grandes inégalités. Mais, en y 
regardant de pres, il est manifeste que, pour juger du degré d’impor- 
tance d’un terme de R, il ne faut pas seulement, comme Delaunay l’a 
fait dans sa Théorie de la Lune, considérer l’ordre de la plus grande 
inégalité que ce terme, pris isolément ou combiné avec d’autres, intro- 
duit dans les coordonnées. I] faut encore considérer les arguments des 
inégalités qui en résultent : un terme qui introduit dans l’une des 
coordonnées, v par exemple, une grande inégalité, mais dont la pé- 
riode est différente de celles qui correspondent aux principales inéga- 
lités de v, n’est pas un terme très important. Les inégalités qui en 
résultent sont détruites à très peu près par d’autres provenant de 
termes d’ordre plus élevé de R. Il ne peut pas en ètre autrement, 
puisque l'observation nous apprend que de semblables inégalités 
n'existent pas dans la longitude. 
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Ces cons derations. dont Delannas na tenn aucun compte dans ses 
immenses calenis. n'avaient pas echappe à Laplace. Dans l'equation 
qui int servait à determiner l'inverse de La projertioa da rayon vecteur 
de la Lane aor le plan de l'eslipuique pris pour plan des eoordonnees, 
Laplace à neglige des terme~ qui paraissent tres importants. car ils 
atquerraient des diviseurs du deuxieme ordre par [integration : 11 
avait remarqué que les inezalit#s qui resultaient de ces termes se 
détruisaient a tres peu pres et devenaient ainsi conformes au résultat 
des observations 1‘, 

Dans le méme ordre J'idee-. M. Poincaré a remarque qu'il doit v 
avoir dans la fonction perturbatrice des groupes de termes qui, pris 
séparément, ne sont pas négligeables. mais dont l'ensemble ne produit 
pas d'inégalité appréciable. 

La connaissance de ces groupes permettrait de simplifier énormé- 
ment les calculs. Malheureusement leur formation nous semble diffi- 
elle; quoi qu'il en soit, nous n'avons pas encore obtenu de résultat 
assez général pour en faire mention. 

Nous allons d'abord chercher les termes de R qui. considérés isole- 
ment, introduisent dans la longitude ¢ des inégalités d'ordre inférieur 
au cinquieme ordre et d’argument /’, 2D ou 2D — !. 

On sait qu'au cinquième ordre pres, l'expression de V est 


V=h--g—-l—(2e—'e)sinl— tie — He)sinal 
+ je sin3l—+ "Me singl —(— 7? —7'— je 1sin(2g — 20) 
— 2'esin(2g —3l)—2/'esin(2g—0{) 


-- pe sin(2g — 4l) — 377e*sinag — ty sin(4g + 40). 


Soit A,cosz un terme de R; ¢ étant l’ordre de la plus grande inéga- 
lité que ce terme introduit dans /, g, À, L, G, H, nous dirons, avec 
Delaunay, que ce terme est de l'ordre ¢. 

Nous allons montrer que, en général, un terme d’ordre 7, introduit 
dans V des inégalités qui sont au moins de l'ordre ¢ + 1. 

Pour cela, il suffit évidemment de considérer les deux premiers 
termes de V. 


(!) OEuvres de Laplace, T. WI. 
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Donc, si a; ne dépend ni dee, ni de +, ona 


O(a cosa) — A(a; cosa) 
ol = Og 


Or 
dl dl al, dl dG 


di a dt | dG ae 
_ te? dh Vı--e: AR 
ane dl atne de 


Les parties principales du deuxième membre se détruisent et A; cos 
introduit encore dans ce cas des inégalités d’ordre z+ 1, au moins 
dans e et, par conséquent, dans le deuxième terme de V. 

Les seuls termes d'ordre z, qui introduisent dans A + g + / ou dans 
V des inégalités d’ordre z, sont ceux dont la partie principale ne dé- 
pend, ni de e, ni de y. Mais ces termes du quatrième ordre sont tres 
peu nombreux, et l’on voit aisément qu'aucun d'eux n’a pour argu- 
ment /’, 2D, 2D — /. 

Donc, pour calculer la variation, l'évection et l'équation annuelle 
au cinquième ordre pres, il n’y a pas à tenir compte des termes de R 
qui sont du quatrième ordre. D’après ce que nous avons dit au début 
de ce paragraphe, nous ne prendrons dans R que des termes des pre- 
mier, deuxième et troisième ordre. 

Delaunay a cherché tous ces termes de R, il a réuni tous leurs argu- 
ments dans un Tableau que nous allons reproduire, en mettant, en 
regard du numéro de chaque terme, son argument et son ordre. Pour 
simplifier l'écriture, nous désignerons par D la différence des longi- 
tudes du Soleil et de la Lune: c’est-à-dire que nous poserons 


D hell h--g 7. 
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Numero Numero 
des des 
termes. Arguments. Ordres. termes. Arguments. Ordres. 
1...... I 1 28...... 4D — 3 
2...... 2D + / 1 29...... 4D + { 3 
3...... 2D —/ I 30...... 3D + / 3 
4...... 2D — 20 1 31...... 3D — / 3 
5...... 2D—(2g—+ 21) I 32...... D — / 3 
6...... l,ad, 37, gl 2 33...... (2g+2l) +! 3 
7...... 2D—l—? 2 34...... (ag+2al)—l 3 
8...... 2D—i+? 2 5D 2D—(2g+2l) +! 3 
9...... 2D-+!—! 2 30...... »D—-(2g-+-2l)—-! 3 
-40...... 2D+/+1' 2 37...... 2D— 7 3 
11...... i+? 2 38...... 2D + 3 
12...... I—! 2 39...... 2g+al+ lt 3 
13...... 2D 2 40...... ag+al—l 3 
14...... 2g+al 2 4...... al+l 3 
15...... al 2 42...... 2l—! 3 
16...... 2D + 2/ 2 43...... 2D + 27 3 
17...... aD—al—? 2 M...... 2D +-2/—l’ 3 
18...... 2D—al+l' 2 , S 2D+2/+/ 3 
19...... D—! 2 46...... 30 3 
20...... D—l+T7 2 T...... 2D + 3/ 3 
21...... 2g 2 48...... 2D —3/ 3 
22...... 2D—(ag+.2l)—T 2 49...... 2D—al—al 3 
23...... 2D—(2g+al)+l 2 30...... 2D—a2l+al 3 
24...... + or 3 J1...... bD—/—T? 3 
25...... [—ar 3 52...... D—i+/ 3 
26...... aD+l—al 3 53...... 2D—(ag+al)—al 3 
27...... 2D-—l— al’ 3 D4...... 2D—(2g+20)+00 3 


Considérons d’abord les termes du troisième ordre; soit A,cosa& Fun 
d'eux. 


I] ne peut introduire d’inégalité du quatrième ordre dans V que par 
les deux premiers termes A -+ g + l'et esiné. 
En ne conservant dans R que ce seul terme périodique A, cosa, 
k + g + l devient, par l'intégration des équations (tr), 
h+g+l+esinc; 
esin/ devient, de même, 


(e+e,cosa)sin({+e,sinæ). 


En développant ce produit par la formule de Taylor, on voit que les 
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termes du quatrième ordre v ont pour arguments 
atl, 


Donc, il ne faut prendre, pour le but que nous nous sommes pro- 
posé, que les termes du troisième ordre, dont les arguments x sont 


tels que 
zou ztl=l, aD, aD — {; 


mais, en nous reportant au Tableau précédent, nous voyons que ces 
termes n’existent pas. 

Passons aux termes du deuxième ordre, soit A, cosa l’un d’eux. 

Il n’introduit des inégalités d’ordre inférieur au cinquième dans 
V que par 4+ g +{, et par les termes du premier et du deuxième 
ordre de V. Le terme de R d’argument /’ donne dans À + g + /des iné- 
galités du deuxième ordre et de même argument /’ que l'équation an- 
nuelle; nous devons donc en tenir compte. Considérons un terme du 
deuxième ordre, A,cos«, dont la partie principale a, de A, dépend 
de e; d’après ce que nous avons dit précédemment, ce terme introduit 
des inégalités du deuxième ordre dans / et g, du troisième ordre dans 
g-+lete. 

De sorte que, en ne conservant dans R que ce seul terme perio- 
dique, 


h+gt+il devient A+ 9+ 1+ éssina, 

esinl » (e --0, cosa) sin. {+ & sin), 
e: sina/ » (e+ 93 cosx)?sin(al+ 2€: Sina), 
fsin(2g +20 » (y + nscosx)"sin(2l+2g+aesinæ). 


En développant ces expressions par la formule de Taylor, on trouve 
que les termes d'ordre inférieur au cinquième y ont pour arguments 


atl atal, at(ag+a0, 


- et l’on arrive à des conclusions analogues pour les termes du deuxième 
ordre, dont la partie principale du coefficient dépend de y ou de e et +. 

Nous devons donc prendre les termes du deuxième ordre, dont les 
arguments « sont tels que 


a atl, xt2l, at(2g-+2l)=!, 2D, 2D — L, 
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c'est-à-dire les termes qui, dans le Tableau précédent, ont les n® 6, 
11, 19, 13, 16. 

D'après tout ce qui précède, il est manifeste que nous devons aussi 
tenir compte des termes du premier ordre : 2, 3, 4, 5. 

Les inégalités qui résultent de deux termes A;cosx et A;cosÿ 
peuvent encore se combiner entre elles et donner ainsi, dans esin/, 
des inégalités d’arguments « + 8 et d’ordre au moins égalaz+j+t. 

En effet, soient e,,, cosa et 0, sina les inégalités que A,;cosa@, con- 
sidéré isolément, introduit respectivement dans e et J; ¢;,,cosB et 
6;sin3 les quantités analogues qui résultent de A;sin8. 

À cause de ces deux termes, 


esind devient (e+e;,, cosx -—e;,,cos8B) sin({ + 5;sinx + 0; sinB). 


En développant cette expression par la formule de Taylor, on voit 
que les inégalités introduites dans esin/ et dont les arguments con- 
tiennent à la fois « et 3 sont au moins de l’ordre ¢ +7 +1, et ont des 
arguments de la forme x + 6 + /. 

Il en résulte qu’aucun terme du troisieme ordre, associé méme a un 
terme du premier ordre, n'introduit dans V d’inegalite d'ordre infe- 
rieur au cinquième. 

Mais il n’en est pas de même des termes du deuxième ordre : en 
désignant par B l'argument d’un terme du premier ordre, nous devons 
donc tenir compte des termes du deuxième ordre dont les arguments « 
sont tels que 

x -ßr/z=!,>2D, 2D — 1, 


c'est-à-dire les termes 7, 8, 14. 15, 17, 18 du Tableau donné precc- 
demment. 

En résumé, pour calculer les trois grandes inégalités de la longi- 
tude de la Lune, au cinquième ordre près, il suffit de réduire R aux 
termes suivants : 


1° Les cing termes du premier ordre... 1, 2, 3, 4,5 


6, 11, 12, 13, 16 


2° Les onze termes du deuxième ordre. 7, 8, 14, 13, 17, 18 
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En portant cette expression de R dans les équations (1), il vient 


aG 
dt 


0, 


aL 


m'a? . 
= ee'sin(l{ + 0), 








N 

u 
| 
+ 

ES N 
[ST] 

LS 
© 
CO 
+ 

| Go 
3 

Py 

RR 

N 
Oo 
© 
uw 
o_~ 
eng 
+ 
Tan 
> 


L'intégration de ces équations nous montre que le terme considéré 
introduit dans L, /, g les inégalités 


— 3 a ! 
L=...-7@ nn in)“ ‘cos(¢+l')+..., 
u Je n’? . , 
le HT Ces sin({+l)+..., 
3 e’ n'? . 
8. Arge rs sin! +U!)-+... 
el 
de _ de dk _ Wa Gast Te’ sin(l+P) 
dt dd As ? 
13 
e — 3 N ~ C0s( +7). 


7 n(n-+n) 


Le terme e sin/ de V devient donc 


12 fe 
|e Fe acca cos (l+ | sin | (+ +75 an sind +2) | 
12 
= esinl +7 ¢ regel + 


En changeant dans tous les calculs précédents /’ en — /’, on voit que 
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du terme 13, qui ne donne que de très petites inégalités dans g et À, 
car il est du deuxième ordre et la partie principale de son coefficient 
ne dépend ni dee, ni de y. 

Nous avons ainsi 


R= nat(—}y+ietiy tte tyre? + fete) 
+ n'a*'— Le cos! + (te — 3y'e) cos(2D + /) + (— te + $y%e) cos(aD — !) 
— 83 ee’ cos(2D — !— l') + $ee'cos(2D —l+ Tl) — fee'cos(/ +) 
— tee'cos(! — l') + }y* cos(ag + al) -- fe? cosad+ fe*? cos(2D + 20) 
+ 18et cos (2D — al) + 128 e%e’ cos(2 D —al—U’) — Sete cos(2D—21+/) 
+ {3 y%e%cosag+ 37 cos[2D—(29+21)]+ y'e'cos[2D —(2¢-+2l) — Fr] 
— ÿyte cos[2D —(2g +21) +/l]|. 


IV. — Intégration des équations (5) et (6) du $ II. 


Cherchons d’abord les développements des fonctions ®,, Fo, F,. 
Nous avons posé, au § I, 
@ = 1178 + R,, 
&? 


Tac — =i (Po + R,)?== Fyt+ n?a*Fy,, 


F, étant l’ensemble des termes non périodiques de F et F, l'ensemble 
des termes périodiques. On voit donc que 


F,— = (D? + partie non périodique de R?); 


or R} se compose d’une somme de produit de deux cosinus et d'une 
somme de carrés de cosinus. En d'autres termes, 


R? —2ZA.Bcosecos3 + SA?’ cos* x; 
nous y ferons les deux transformations 


2 cosa cosB — cos(a + 3) — cos(x — 8), 


cos? x =} + }cos2. 
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Le je 2 A? 
Il est manifeste que la partie non périodique de R° est > > 


DH Genet erg + Heh) 


de sorte que 


Fc 





[ak ack na (— 32 +3e+- 347 Pyte*— dyte? + Fere!?) 
12 72\2 
me) Geyer iileet+ 97 + ery]. 


Nous avons trouvé précédemment que les équations qui détermi- 
nent h°, g°, A’, H°, G°, K° sont 


dk _ OF, = Gs,  dH°_ OF, 


a) dt ok” dt 7 og ‘dt ~ oh’ 
I 

dk __ Fo dg _-_ OFo ht __ Fe, 

dt ok’ dt 06°’ dt OH! 


Nous allons chercher une solution périodique, de période F,, de 
ces équations. 
Déterminons «, par l’equation 


a,T,— 27, 


les coefficients du temps dans 4°, g°, h° seront des multiples de «,. 
Posons ensuite 
ac, 
C ? 


AT 





C, et T, seront liés par la relation 


AT, = ar. 

Nous determinerons plus loin la constante C,. 

Revenons aux équations (1); les trois premières de ces équations 
nous montrent que K°, G°, H° sont des constantes; nous déterminerons 
ces constantes en égalant les seconds membres des trois dernières 
équations (1) à des multiples convenables de «,. Puisque & est une 
fonction périodique de é, de période T, que A diminue de 27 dans le 
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T T 
temps a= 9” et que g + À augmente de 27 dans le temps 6 = 19’ 


nous devons déterminer K°, G°, H° par les trois équations 








OF, Cy 
-— OK? == a,— ar’ 

oF C 

(2) | — JG: =: 28a — 282 TE 
| or A = a. 

oH? 941 9€ 


Des relations qui lient G et H à e, +, on déduit que 





— 2 LL_ nat © 

Fe Vi OF, in OFy_ Tor, T3 oF 

(3) | 0G ane de hatnyyı— e? Oy a?ne de — hatny dy? 
OH Aatnyyı—e: Oy — hatny Oy ; 


nous avons aussi 


13 „2\2 
= oe [ —antatak (ie tyre + pete) + M (etes te +msene)| 
2 472 \2 
= =e |- an"ataKk (— 3y +64? — dye?— dye?) + Gre (— 2e+or)|. 


Pour ne conserver dans a, ce que les termes du deuxième ordre 
I 


ene, e’, y, il suffit de prendre 











e? 

I — 
2 OF, ! ne ok , ne? ne a 

me gene akt tee Erwarten]. 
e? 

art 2 OF, I n'? n°? n'a? 
hatny dy = 5p] 2 ak 14377 je pe) + ; (e+ 97), 

e 

rs de = at | eK b+ ay? ger ge?) + — = —e+o7)]. 


En portant ces développements dans les équations (3), nous trou- 
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vons, pour déterminer H°, G°, K° ou les valeurs correspondantes de e°, 
7°, K°, les trois équations 


oF I 23 30 —_ C 
OKO 9G 222K — nitat(— ip ge%)] = a 
oF 1 fn" nr) C 
(4) 56° acl a K°(3+ te%—12y%-~ Le?) + Zn 2at(-- +7 — ı2et!4 117,08 — ter) |= — 28a T 
OF 2. 2 C 


Pour simplifier les calculs, nous remplacerons 


xK° par nr“@atak®, 
C, par n"a’C;; 


le facteur n’?a? sera commun aux deux membres des équations (4). 
En le supprimant, nous aurons 


In? ns _ 
(4) | = 5 = [aK(3 + fe". int get) + (— YF inet Bry — aggte’t)\] = 28404, 
I n'? - ‘ « 
| - > La K°(— 3 — 3e" + 3/9— Let) + 28 eo? — 97°" ] — — gaC,. 


Ces trois équations déterminent les constantes initiales e°, y°, K°. 


En divisant les deux dernières équations membre à membre, il vient 


g[xK°(3 + Leit — pry 2 ¢'?) _ oa — 110? + 117.02 _ 2061 git] 
. + 28 | ah*(— 3 — 3e?+ 3y?— fe?) + Be?— gy*] =0; 


ak’ = — it + 17,4e°? + 6,3 y°* — 167 e”? 
-- termes du quatrième ordre en e°, y, e’. 
La première des équations (4) donne ensuite 
6) C,= 15! —17e%— 5,8y?+167e"? + termes du quatrième ordre. 


Portons ces expressions de aK° et C, dans la dernière des équa- 
tions (4), et faisons-y 
no 


fo GALL » 
— =) n' = 3548 =: ; 
n 19 LS a= al yt 
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nous aurons ainsi, entre e°, v°, la relation 


847,9 y°?— 639,6e°? = 19,80, 
(7) 1,3249? — e'?— 0,0300. 


Nous prendrons pour e° l’excentricite de l’orbite lunaire telle qu'elle 
résulte des observations 
(8) e= js. 
Nous déterminerons ensuite y° et 2K° par les relations (6) et (7). 
Nous trouverons de cette facon 


(8) a 


La solution périodique des équations (3), qui correspond à ces va- 
leurs initiales, ne donnera pas une solution des équations (2) ayant 
rigoureusement pour période T; mais nous démontrerons dans la 
suite que pour cette solution ® diffère très peu de C,, de sorte que 
la période de la solution obtenue sera très voisine de T. Nous verrons 
plus loin que les valeurs de e°, 4° qui correspondent à une solution 
des équations (2), de période rigoureusement égale à T, diffèrent no- 
tablement des valeurs de e, y qui résultent des observations. Par con- 
séquent, la solution périodique, qui correspond à ces valeurs initiales, 
ne donnerait pas de bons résultats dans le calcul des inégalités à 
courte période du périgée et des nœuds. 

Après avoir ainsi déterminé les valeurs initiales, nous déduirons 
des équations (1) 


Kal, = 28at +, R= —gat ms. 


Determinons maintenant les expressions de 4', g'; pour cela, for- 
mons d’abord la fonction F,. 
Nous avons posé 


na?*F, —2,R,+ termes périodiques de R?. 


Nous ne conserverons que les termes du deuxième ordre en e, >, et 
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ceux du troisieme dont l'argument ne contient pas /. Nous aurons de 
cette facon 


12 72\2 2 | 
et 23 c0s2 l-- 6cos2D— 3cos(2D+21)+gcos(2D— 2!) 
(9) — 11 c054D + ? cos(4D + al) + 41 cos(4D — 22) 


— e[gcos(2D—2/+ F)+ cos’ +%cos(2D— 2!— F)] } 


| 


Les valeurs de H', G', K' sont, à des constantes pres, déterminées 
par les équations 


dK' OF, dG'_ oF,  dH'_F, 


dt IR’ ‘dt de dt oh” 

où l'on a remplacé, dans F,, K, G, H, #,g, À par K°, ..., A’; F, ne con- 
tient que des termes périodiques, c’est-à-dire pas de termes constants; 
donc K', G', H' sont elles-mêmes des fonctions périodiques, et cela 
quelles que soient les constantes 5,, a>. 

Désignons par (K'), (G'), (H') les constantes de K', G', H'. 

Nous avons trouvé précédemment que A’, g', &' étaient déterminés 
par Jes équations 


di 0 dd 0 dk _ 0, 


da Kr dt ~ dG’ de — One? 
N OF OF oF 
®,= F,(K°, G°, H°, A, 8°; h°) + K! IK +G! JG + Hp; 


et, par conséquent, 


dkt 9F, ,,0F, 'F, , d'F 


—=-—- KI Gi 2 — Hi ——_, 
dt oK® oK®? OK? 9G’ 0K° OH? 
dg! __ OF, N 0?F, N d?F, OF, 

(10) de 0G Nein Coca "rw 
dh! _ _ OF, _ a _ FF og Fo _ ‚Fo, 
de ole OH’ OK’ " 91 dG oH 


Les constantes qui entrent dans les deuxiemes membres de ces 
équations ne proviennent que des constantes additives (K'), (G'), 


(H'). 
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Nous devons donc prendre 
(K') = (G') = (II!) =o. 


De l’expression de F, et des formules (3), on déduit 


0?F rh 
jie = tH {ge Ge says Den), 

OF, _ 1 n° 3 9% 
OH? OK 20 n a(- g + 7e +) 
JA = ac m (- 1 ae + 09 ns), 


06% 2€ n° 2 a 8 


2 la 0 
OF, I =( 3 aK + 2a"), 














. | OH? 2C xn 2 a 2 
OF, __1nh" aK° 117 4 
0G OH? 2G À a à 


Portons ces expressions dans les équations (10), et remplacons-y, 
comme dans les équations (4), «K° par n’?a?aK°; il viendra 


dt m aE (Ot ber ay ge) aK! 
rn? „ 


—_ —_ on (— {x K°+ 309)Gt— Ken 6aK°+ Hr, 


—- =— —— —(—i—3e+ 3y2—2e1)aK! 
a nt bake ni 1 nga K+ nt), 


Developpons les deuxièmes membres de ces équations en n’y con- 
servant que les termes qui sont nécessaires pour calculer les inéga- 
lités du premier et du deuxième ordre de get A. 

Pour simplifier l'écriture, posons 


F, — sc Fr 
on aura ainsi 
e? 
„ch __ 2” (1-5) 5 "Ta na OF; 
96° ne 2 } de hy N “Oy? 
oF, n?/ e*\ OF 
20 oH = ia" | =) 5 
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et 


0 a 
(1-5) 5a = - 20k 





02 
Fe = (1-5 Jeos!+ G— pet — 37") c08(aD +2) 


ft aie, 


+ (— 3+ 2e%+ 34%) cos(2D — 7) — Se’ cos(2D — /— 1’) 

+ fe’ cos(2D — [+ f) — te cos(! +!) — 3e cos(l—l') — te cosal 

+ 2e°cos(2D -- al) + 15e? cos(2D — 2/) 

+ Lee’ cos(2D — al— lf’) — ee’ cos (2D — 2! + I’) + AS ye cos1g 
0 
71% cosal + 6cos2D — 3cos(aD + 21) 
+9c0s(2D — 27) — 1" cos4D + ? cos(4D -+ 22) + cos(4D— 20) 


+ e'[gcos(2D — 20 + 0) — cos!’ + 22 cos(2D — 21—l'| 
e? 
I— 2y? + — 2 OF 


—— —— 2a@K°!— 2e°cos(2D + 1) + 2e cos(2D — I! 
hy Oy a 4 ( ) 4 ( ) 


+ tie" cosag + icos(2g + 20) + 3 cos[2D — (23 + 2l)] 
+ le cos[2D — (2g +21) — !]— 3e cos[2D — (28 + 21) +I}, 


En réunissant ces deux expressions, et en ne conservant que les 
termes qui donnent dans g des inégalités d'ordre inférieur au troisième, 








on trouve 
at ors _ 2aK°n"? a n'*( I 3 9 
— n° a’ 5G = IT 790 008! + ES 
— os © cos (2 D — / — l)+2 © cos(2D — 1+ 0 
— Æ cos ({ +’) — u © cos(t— l')—icosal 
+ ;cos(2D + 20) + “8 cos(2D — 21) 
; — Fe0s(aD ~ ag — al) — 4 cos(ag + 24) 
(1a) + +e’ cos(2D--2!— !)— 15e cos(2D —a!/-+!V) 
— ile’ cos(2D — ag --21— 71) 
+e’ cos(2D—2¢—214+l) + À a (7 — 7) cosa! 
12 2 12 
ner 1N 48 cosal + 6 cosa) — 3 cos(2D +22) 
2C ni Al 


+ 9cos(2 D — al) — 72 cos4D + ? cos(4D + al) 
+ §! cos (41D --2)-- e'[gcos(2D—2/+0'))— Si cosl’ 


+ 47 cos(2D — 20 — ry. 
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et comme n est très grand relativement à x, il est manifeste que ¢ est 
tres grand relativement ac’ et 7”. 
Pour tous les termes du premier ordre en e, y de l’expression de K' 
Era are est tres voisin de l'unité. 
aK' est donc au moins du premier ordre : il ne donnera pas dans 
dg' dh‘ 
dt”? dt 
I] en est de même des termes en G' et H'. 
En effet, on a 


v 12 32 na 
on = — — aak® D — Adsing + eV — Ba sind’ 


le rapport 


de terme d’ordre inférieur au troisième. 





et au deuxième ordre près 


1 — BEL I dh _ ' 
G = DA TH 3 385 Dre 082 


, dr! dA! . 
Par conséquent, les termes en H', G' dans =, — sont au moins du 
quatrième ordre. 


En négligeant les inégalités du troisième ordre, on a donc 


ds! OF, 
3 dt 7  dG” 
(19) dh! _ OF 
dt — dH 


L'expression de F, est donnée par la formule (9). 

Les arguments D, /, /’, g qui y figurent ne sont pas exactement les 
valeurs de ces quantités telles qu’elles résultent des observations, mais 
leurs quotients par «ft. Et, comme les coefficients du temps dans J, /’, D 
sont très grands relativement à «, ces quotients different tres peu des 
valeurs exactes des quantités correspondantes. 

En se reportant aux Tables du Soleil de Le Verrier ('), on trouve les 
formules suivantes où les angles sont exprimés en dixièmes de grade, 
et le temps compté en jour moyen à partir du midi moyen du 1° jan- 
vier 1850. 


(1) Annales de l’Observatoire de Paris, t. IV, p. 106. 
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Différence des longitudes de la Lune ct du Soleil : 

a = 2393,2 + 135, 4528. 
Longitude moyenne du Soleil : 

L = 280° 46’ 43’, 51 + 59/8”, 330¢ = 3119,5148 + 10, 95166. 
Anomalie moyenne du Soleil : 
L — If = 25/29",01 + 3548", 16¢ = 10,9278. 

Supplément de la longitude du nœud de la Lune : 

N = 2375,994 + 0,9884 t. 
Anomalie moyenne de la Lune : 

x = ho2,2 + 145, 16661. 
Et, par suite, longitude moyenne de la Lune : 

a+r—1912,7148 + 146, 4o32e. 


Or tous les arguments qui entrent dans la fonction perturbatrice 
et, par suite, dans F, sont de la forme 


d—j(h+g+lh—g—l)+j(g+D+j ir. 
En y remplaçant A, g par A°, g°, (in + Un')t par i,k, à, étant déter- 


mine par l'équation 
(n+Un)tziük=ial, 


on trouve 
UD = 2393,32 + 135,49314 = 2393,2 + 2081 «4, 
l == 403,2 + 145,1720{ — 402,2 + 2229 @, 4, 
(14) U 4,7 + 10,9368¢ — 4,7 + 16840, 2, 


| & + l= 1888,7 +- 146,99484 -— 1888,7 + 2257 21 1. 


A l’aide de ces formules, on exprime immédiatement tous les argu- 
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ments qui entrent dans F,, et l'on a pour g' 


de! f > . 
ot —_!' > À in (£ 
& ta, ; sin (la,/+ q). 


En v remplaçant Ca, par C,2, il vient 


A... 
TE Dis sin(tæt+q), 


(15) ‘ de même 


oO 
6 





h'= TC. D x sin(’’at+q’'). 


Pour cette solution périodique de période T,, la fonction ® est égale 
à une constante C’ et, d'après ce que nous avons dit au SI, on obtiendra 
une solution des équations (2) du même paragraphe en remplaçant 


LA ’ [4 LA C C e 
dans les intégrales précédentes ¢ par 2; ou @, par a, &: Mais nous 


C’ 
savons que 
a, — „ei. 
1 — C ? 
donc 
„eo. 
I = G 


La période T de la solution ainsi obtenue est déterminée par l’équa- 
tion 
C 
x Ci T'= 27. 


Nous allons montrer-que le rapport x est tres voisin de l'unité. Il 
en résultera que la période de la solution considérée est très voisine 
de T. 

C’ est la valeur constante de la fonction ® où l’on a remplacé g, A. 
k, G, H, K par les intégrales qui résultent des formules précédentes. 


On a donc 


— aK +ata(—i+ie+...)+ nt @R,=C. 
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Le premier membre de cette équation étant indépendant du temps, 
nous y ferons ¢ = o. Les valeurs initiales de g, A, & se déduisent des 
formules (14) où l’on a fait ¢ = 0. En remplaçant dans l’équation pré- 
cédente les variables angulaires g, 4, A par leurs valeurs à l’époque 
zéro, et les variables linéaires G, H, K par leurs développements sui- 
vant les puissances de u ou de n'?a*, il vient 





— a(K°+ r?atk'+...) + n’tat(— Fy? + er...) 
, , OR,  ,daR L 
+ A rat [Re en rat(e 5 Je + y! Jp, +. | = C'. 


En tenant compte de la preinière des équations (4), en remplaçant 
C’ par n’2a?C’, comme nous l'avons fait dans les équations (4), et en 
supprimant le facteur n’2a? commun aux membres de l'égalité précé- 
dente, on obtient 


| — a(K'+ n’*a?K?--...) 1 Ry(e°, 7°) 
(16) , OR, hs ‚IR, OR, 


12 72 1 _ 1 
| + na (e De + y! op - K DK® 








)}+...=c-0. 


Négligeons le quatrième ordre dans cette équation. 

A ce degré d’approximation, nous pouvons supprimer le terme 
— na*aK?. Pour le montrer, formons l'équation qui détermine- 
rait K?. 

Nous avons posé 

D? 
Fo =F+taer (p = n'?a?). 

En y remplaçant K, G, H par leurs développements suivant les puis- 
sances de x, on trouve pour le coefficient de a? dans F 


OF, 4 0F «OF ,\@ 
P= = (K aK + où + 4 oe) 
OF, ...0F, 4. oF, 


OF, 1 OF; OF, 2 2 
OKs + & JG + Al on + og + JG + Hp 














+ K! 


et, d’après la théorie de M. Poincaré, K? est déterminé par 


dk? _ db, 
dt — ÔK° 
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En répétant les raisonnements que nous avons faits précédemment 
pour montrer que aK°' était de l’ordre F,, nous verrions que zk? est 
de l’ordre de ®,. On voit de plus que les coefficients des termes en K' 
dans ®, contiennent x en facteur; ®, est au moins du deuxième ordre, 
donc n’?a?aK? est du quatrieme ordre. En supposant ce terme dans 
(16), il vient 

OR, OR, 


(17) Hak! + Re, 7) + nate So + 7 58) =e C,. 


Nous avons vu que, en écrivant F, sous la forme 








n'a? n'"3a 
F = — — 2%K° > A cosö > B cosd’ 
1 2C coso Tr TE ? 
6 et Ja—tk’+ i g°+ M+ a, 


l'expression de «K' était 


n'a? t n ı 
: 2aKke Ÿ A, cosé — — BS oso’. 
aC, ety" + 2C, itité 
t 
++ 
est tres voisin de l'unité. Pour tous les termes dont l’argument 6 


ak!'= — 





Comme ¢ est généralement très grand relativement a?’ et 2”, 


dépend de la longitude moyenne / de la Lune, ——,—, ne diffère de 
te+e-+l 


Punité que de quantités du deuxième ordre; pour s’en convaincre, il 
suffit de se reporter aux expressions de /, /’, D en fonction de-aé ou &°. 
Comme nous négligeons le quatrième ordre, nous remplacerons, dans 
les termes dont les coefficients A et B sont du deuxième ordre, le 


4 , ta À ° ? , 
rapport ——7——; par l'unité, excepté, cependant, dans ceux dont l’ar- 


gument ö ne contient pas /. En nous reportant à la formule (9), nous 
voyons qu'il n’y a dans F, que deux pareils termes; ils ont pour argu- 
ment 2D — 2/,et alors 


At oo 
ie ot no 


Les termes de F,, qui sont du premier ordre, ont pour arguments 


f, 2D -2, »D-1; 


nn 
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et pour ces termes, on a respectivement 


l ‘ 
ite pe = 1; 0,993; 0,979- 
D'autre part, des équations (4), nous déduisons 


aK? _ 3.2 352) | 
C, =1+(3Y see 


et, au deuxieme ordre pres, 
Gt. 


De tout ce qui précède, il résulte que, au quatrième ordre pres, on a 


— ak! + R, = (— y + Ze)R, 
— 1[fo, ı89e cos(2D — !) —o,o21 cos(2D + !)-+ 1,27e?cos(2D — 2/)], 


2 
— - z[- 22 cos2 l + 6cos2]) — 3 cos(2D + 22) 
+ 9 cos(2D — 27) — 22 cos4D + ? cos(4D + 2/) + El cos(4D — 27)] 
2 
— - 59 X 0,17Cc0s(2D — 22). 


Cherchons les termes d’ordre inférieur au quatrième dans 





OR, +. , OR, | 
de® Y dy° 


Nous savons que L, G, H sont liés à e, y par les formules 
« 


I 
2 


G 


—3 _ 
e — — L — Va, = 


I 
2 

En y remplacant G, H par leurs développements suivant les puis- 
sances de n'?a?, et en développant e, y par la formule de Taylor, il 


vient 





= v2 (, Gi ) et H° ms) +... 


~ 2 G 4 \G GG 


4 x 


Par consequent, 


12 1 
(19) n't ate = — a — (1— =) a | n'?a°: =—(@- >) 


.. RES. 
ug 434g9-7 r ‘ _-. * 
of = sr oo +? 3 So sn 


272% N apprvi.mal. 29 tas. Dre. 
rH at eels ter 


1 wate de 
ni 
Lake bt! 
5 / 22h" etm 2c —1 -- let 
24 
n° 


D —. — Zee 1P-—2if 
iw ‚rm 2P—2t. 


Peaignons reanectivement per tels, los esetficients de 2.1 dans Det L 


onVons réduit h. g. £a SRE. Puts cate zgrons Fequation qui donne 
Get remplacone Cz, par 20, dans Vintegrale « 

4 OF reyes I 
‘an, Ms x | “oe ‚b 


2 


am ty 


— 


btenge. nous aurons 

7 cos 2h dt a ,Cos 2D— al: 
. — - # — —— -- — —— ER = ———————— ° 

tt—t 2 2 #€—2t. 2} 23 24—28, 2 

Ok. 

TELLE …. 


eet 20 moins du premier or ré, nous n'avons pas à tenir 
ok 
esupte den art © - 

I7° 


rt + — ’ 


24 4 7 











En portant dans l'expression ‘17 » de la difference C — C les valeurs 


. , fs. . 
de -2K'- Kletn?ate' - - données par les formules (18), (19 ).(20), 
Je’ \ 
vient 


CC, 0 s1- cosl — 2 cos(2D — I)— 3 cos(2D — /;] 


| cosal 
x. - 
/ 2 


— -—- —3c005(2D— 2l) — 3 Ecos (2 D—2her| 


-+[3cos(2¢ — 2l)— 3cos(2D — 2g —2l)}7%? 


| 
\ 
em) '-[— 24 cos2l + 6 cos2D — 3 cos(2D + 2!) 
+ 9 cos(2D — 2l)— 1 cos4D 
— ? cos(4D + 2l) + 4 cos(4D — 20)] 
(a5) 15, 
78°) 


17 cos(2D— 2l)— 12560 cos(2D — 22) 
Int —_ _ 
E 56 Vista 0s(2D 20) 


X[— cos{ + 3cos(2D + /) — ? cos(2D — yy 


-- 0,049 cos (2D — !)+ 0,005 cos(2D + 2) 
3Va nl DHL sa] 
pe —- | COS —— — — 
A n| (25+t)a 


(2! — i)a 


x [— cos! + 3cos(2D + !)—3cos(aD — 1). 
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Il est donc manifeste que C’ — C, est du troisième ordre. Par consé- 
quent, | 


! 
4 


ait quantités du troisiéme ordre; 


ac! differe donc tres peu de «. 


La solution que nous avons obtenue a donc une période très voisine 
de T. Pour connaître la quantité dont elle en diffère, il suffirait de 
chercher la valeur numérique de C’ — C; on l’obtiendrait en remplaçant 
dans l'expression précédente les arguments par leurs valeurs à 
l'époque o (1° janvier 1850), déduites des formules (14) et en y faisant 
ensuite 


—— =, n' = 3548", e =. 


Nous n’avons pas fait ce calcul numérique parce qu'il nous a semblé 
que l'expression de C’— C, montrait suffisamment que la période de 
la solution obtenue est tres voisine de T. 

En remplaçant, dans la premiere des formules (15), «, par a; e°, 
y’, #° par leurs valeurs numériques, et en portant les expressions ainsi 
obtenues de g°, g* dans g; il vient 


(22) g=8at+ Yd sin[AD + kg +l) + kL 0); 


les arguments D, g + /, 4, U! qui y figurent ont les valeurs que l’on 
obtient en remplaçant, dans les formules (14), «, par 2. 

Les coefficients, que nous avons exprimés en parties du rayon, sont 
donnés par le Tableau suivant, où nous avons mis le coefficient de 
chaque inégalité en regard de l'argument correspondant. 


Coefficients. 


Arguments. | Coellicients. Arguments. 
0, 27076 2D — / | —0 ,00207 2D--l— 1 
0, 20872 l —0 ‚00207 2D + 24 
0,17800 2D — al 0,0019: al 
—0,0303> 2e 0,00141 i—l' 
— 0,027). 2D —ag—al | 0,00121 +l 
—0 02729 2D+/ | — 0 ,00108 2D—ag—al—l 
0,01729 2D— l—L 0,00084 2D—ag—al---0 
0 ,00339 2xD—al--t —0 ,0007 .{ 2D 
0, 00312 2D—alel 0 ,00073 4D 
—0 ,00245 4D — al 0 ,00067 U 
0,00216 29 pal —0 ,000 12 4D +24 
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De fa mene farsn. on obtent poor AV expression suivante : 
ot ho nrtr,- Veen ipo 2! th. 
= ° j u 


Lee arguments + ont les valenrs ind'quees precedemment. et les 
coefficients u sont donnés par le Tableau sa:vant : 


7 PPT CIE Lena AAC ze Acruments. 

--%. LT 79 — az — .: Wr 5 2D— 7: 
80055 x3 = of —9 . warts 2D— 22 —2!—7? 
#18 W 24 ©0078 2D — 1 

— 7 AIS À 2b—2¢7—2l—? 


En emplovant la méthode de Poisson, on aurait obtenu des coeft- 
cients tres peu différents des précédents: excepté cependant le coeft- 
cient de l'inégalité d’arzument 2D — 2/ qui serait inférieur de 0.01 328 
ou de 493" a celui que nous avons trouvé pour la mème inégalité. 


Dans tout ce qui précéde, nous avons rapporté, comme on fait d’ha- 
bitude, la Lune à des axes de directions fixes passant par le centre de 
la Terre. Nous allons maintenant former les équations de son mouve- 
ment relatif, par rapport à un systeme d’axes, animé de rotations cor- 
respondant aux mouvements séculaires des nœuds et du périgée. 

Soient 


() le centre de la Terre; 

Qa, Oy, Oz trois axes de directions fixes passant par le point O; 

OX,Y,Z, un triedre trirectangle animé d’une rotation uniforme autour 
de Oz et de vitesse angulaire x; 

OX, étant l'intersection du plan mobile OX,Y, avec le plan fixe OXY; 

+ l'angle constant de ces deux plans. 


Considérons un deuxième triedre trirectangle mobile OZ, X,Y,, 
animé par rapport au triedre OZ,X,Y, d’une rotation uniforme autour 
de OZ, avec une vitesse angulaire constante 5. 

Désignons par 2 langle que forme au temps 2 l'axe mobile OX, avec 
l'axe fixe OX; par g l'angle que forme au même instant les deux axes 
mobiles OX,, OX,. Et soient 2° et g° les valeurs respectives de k et g, 
à l’origine du temps. 
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Cu 


Il est manifeste que 
h — N° + at, 


de sorte que OX, et OX, coincideront à chaque instant avec les posi- 
tions moyennes des nœuds et du périgée, pourvu que l’on donne à « 
À 8 
et à « + ß les valeurs des vitesses angulaires moyennes du nœud et du 
| a] 
périgée, et que l'on prenne pour A°, A° + g° les longitudes respectives 
de ces points au temps ¢ = o. 


Fig. 1. 





D’apres ce qui précede, le triedre OZ, X,Y, est animé de deux rota- 
tions uniformes : l’une autour de OZ et de vitesse angulaire «; l’autre 
autour de OZ, et de vitesse angulaire ß. 


Designons par p, q, r les projections sur Ox,, Oy,, Oz, de la résul- 
tante de ces deux rotations. Pour trouver p, considérons le triangle 
formé par les trois points Z, X,, X,; on a dans ce triangle 

cos(ZX,) = cos(ZX;)cos(X;X,) + sin(ZX,) sin(X, X,) cosZX, X.. 
cos(ZX,) = sing sing; 
donc 


(1) p=asingsin®, g=:acosgsing, ontrouvedeméme 7 =axcoso +o. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome X. 5.6 
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Désignons par x, y, 5 les coordonnées de la Lune par rapport au 
triedre mobile OZ,X,Y,. La force vive absolue du point matériel 
x,y, 3 est, à un facteur constant près, 


dx\? f{dy\?  ;ds\? . 
1T = (FZ) +- (7) Zu a) +(g5s—-ry}+(rz-ps}+(py — gx) 


dr dy ds 
+ 2(95-- "INT +-2(r2 — PS) +2(py— ge) a: 


Posons 


dr oo, dy _ , ds __ 
di a? dt ~~ 


! 


et exprimons T en fonction de x, y, 5, x’, y’, 3’; nous aurons ainsi 


| aoe? vy? 384 Lacosgsings —(xcos2+6)y]* 

-- [(xcos9 +6). -- a sing sings]? 

(2) + [asingsingy --acosgsingz }? 
--2[acosysings ---(«coso + B)yJz’ 
+ 2[(2cos9 +B)z —-asingsingz]y' 
\ +2[asingsinoy -— acosgsingz]:'. 


Désignons par T, l’ensemble des termes de T qui sont du deuxième 


degré en x’, y’, 3’; par T, les termes du premier degré, et par T, les 
termes indépendants de x’, y’, 3’, 


T — T, + T, + Ty. 
Posons ensuite 


en développant les seconds membres, il vient 


| u = x-+ acosg sings —(acoso + B) y, 
= y’—asing sings + (xcoso +P)z, 
Wer 5'— x COS g Sinor + x sing singy. 


(3) 


Remplacons, dans l'expression de T,, x, y, 3 par leurs valeurs en 
fonction de wv, v, « tirées des équations (3); soit T’ la fonction de u, 
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v, 4, 2, Y, 5 ainsi obtenue 


2T,— [u —xcosgsings +(xcoso +. 3)y]? 
(4) + [eo - - -xsin g sings — (acoso — 3).r]? 
| | [w+ a cosg sinoz — a sing sing y = aT". 


Désignons par Q la fonction des forces exprimée en fonction du 
temps ¢ et des coordonnées relatives x, y, 5, et posons 


(5) —~H=2+T,—T". 


La théorie des mouvements relatifs nous apprend que le mouvement 
relatif du point x, y, 3, par rapport au triedre OZ, X.Y,, est déterminé 
par les équations 


| me nn di Ox’ 
dy _ 0H dv 0H 
(6) dd ay’ 
| ds _ oil dw _ OH 

dow dt as 


Nous avons vu, au SI, que: en désignant par K une constante, par 
r la distance de la Lune à la Terre, par R la fonction perturbatrice, la 
fonction des forces Q était 


De sorte que 


—H = x Lu + et ist) +4 R 


— u[— xcos(g"-+ 50) sin 175 -. (æcoso +B)y] 
-e[ asin(g°+ 94) sings —(acosy-t- 6).r] 
—w[ 2acos(s"-- Bé)sing.c-- xsin(g’-+ 5t)sino y]. 
Posons 
He =: H,--+ 2, 
ona 
| K: 
Hy =! (u -- et ww?) - - gr 
(7) <R’=--R-+u[-- xcos(g"-+- St)sinos + (2coso + 8)¥] 


el xsin(g?-- Bt)sings --(xcoss -- B)r] 
+w[ zcos(g’+Bt)singz — asin(g” -Bt)sinpy]. 


- $3 .. 39724 4" 
Wettyiatyte, Gate ee equations © . Ho ger H,. sons arom bes 


eegyatigne Ay au sve Let eo, Alpe 














À A. ‘ "M. 
\ 4: aa “Po” gr 
12 fo OM FL 
ad 4 ). 7 I: 
| 4: | ant. fe OH 
Se ae do x 


En integrant ces equations par la methode de Jacobi. on obtient r. 
¥, 2, 4,6, 4 en fonction de sıx constantes z,, 2,. 2, 34. 3. 3, et & 


r er F- €, ZZ, 2, 2 


u-—@%027.5,°. 


Portons ces valeurs dans R’ et designons par R la fonction de z, 2;, 
2, ainsi obtenue 
Klr,y,c,4,6.6,0—Ri 4, z,, 3,+. 
En appliquant des théorèmes bien connus de Jacobi, nous trouvons 
que l'intégration (6) se trouve ainsi remenée à celle des équations 


dz, — OM, d3: IR, 


(y) ua dt NR). 


Les variables 2;, 3, qui entrent dans ces formules ont, relativement 
aux axes mobiles OZ,, Xz, Y,, des significations géométriques ana- 
logues à celles qu'ont les variables C, G, H, c, g, A qui figurent dans 
les formules (b) du § I, relativement aux axes des directions fixes OX, 
Y, 2. La fonction Ri est aussi de mème forme que la fonction pertur- 
batriee ordinaire. 

On obtiendrait donc un système d'équations analogues à celles qui 
ont servi de point de départ à Delaunay en faisant dans les équa- 
tions (9) un changement de variable analogue à celui qui, au § I, 
nous a fait passer des équations (b) aux équations (1). 

En appliquantaux équations ainsi obtenues la methode de Delaunay, 
simplifies par M. Tisserand, on éviterait le reproche que l’on a fait à 
Delaunay de supposer, au début de ses calculs, le périgée et le nœud 
immobiles. 
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DEUXIEME PARTIE. 


SUR LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES ET DES INCLINAISONS. 


INTRODUCTION. 


La variation des éléments osculateurs ou elliptiques de chaque 
planète est déterminée par un système d'équations différentielles du 
premier ordre, que l’on ne peut malheureusement pas intégrer actuelle- 
ment. En désignant par f un élément quelconque, on sait que le déve- 


if 


loppement de sf se compose de deux parties : l’une S(/) dont tous 

les termes contiennent quelqu’une des anomalies moyennes 6, D, ... 

sous le signe sinus ou cosinus, et l’autre L(/), indépendante de ces 
” , , df 

quantités, représente l'expression qu'on obtient pour <> quand on 


réduit la fonction perturbatrice R à sa partie constante R,. 
De sorte que l’on a 


d 
(a) = L(S)+ SP) 
fof L(f)dt+ f S(f) ae; 


et comme les éléments varient beaucoup plus lentement que les 
anomalies moyennes, la portion / S(/)dt, au bout d’un grand inter- 
valle de temps, se détruit presque entierement par suite des rapides 
changements de S; tandis que L(/) étant presque constante, / L(f) dt 
varie dans le même sens et représente par conséquent à peu près la 
partie principale de /. Elle ne représente pas exactement sa valeur 
moyenne car les termes périodiques de S(/) ne donnent pas que des 
termes à courte période dans /. Quoi qu’il en soit, dans les recherches 
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comme on sait, de l’intégrale des équations séculaires 
dy evo +m) a(ı — e?) cos® = const. 


Cette impossibilité de résoudre le problème dans le cas général 
donne plus d'intérêt à l’étude des cas particuliers; étude qui est de- 
venue beaucoup plus commode avec les méthodes inventées par 
M. Poincaré. 

C’est ainsi que, par la théorie des invariants intégraux, j'ai pu de- 
montrer très simplement qu'en ne considérant que des planètes dont 
les masses sont du même ordre, il y a stabilité au sens de Poisson pour 
les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons. 

De plus, un nouveau théoreme de M. Poincaré, sur le calcul des 
limites, m’a permis de développer, dans quelques cas particuliers, les 
inégalités séculaires en séries convergentes et ordonnées suivant les 
puissances croissantes des valeurs initiales seulement. 

Tel est le but de ce travail. 


CHAPITRE I. 


Soient O le centre de gravité du Soleil; P, P,, P,, ... les centres 
de gravité de diverses planètes dont nous supposerons les masses m, 
m,,m,,...du même ordre. Par le point O menons trois axes rectan- 
gulaires de directions invariables et soient, relativement à ces axes, 
Ts Vs 3,73 Lys Vis 51 Fi, --- les coordonnées des points P, P,, Py, ... 
et leurs distances au centre du Soleil. 

Les équations différentielles du mouvement de la planète P sont, 
comme on salt, 


| dr x oR 

dt? Jen Ox’ 

ay y OR 

d = = = —) 

(1) dt? + fp r3 oy 
25 IR 
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Q sy 
où l’on a 
p:-ı— m, rat y?— 3%, 
(2) IR sm,| — _ 
= —— — - Lee 
VOL — Li — 11 — Vi) — 15 — 3) ri 


En supprimant R dans les équations (1), on a les équations diffé. 
rentielles du mouvement elliptique 





& x I 
de JF =% 
dy Y 

(3) Te Sea 
ds 3 
de Sa =% 


et l'on sait que leurs intégrales s'expriment en fonction de la longi- 
tude ¢ et de six constantes 9, >, &, e, a, £ appelées elements elliptiques 
de la planète et dont nous rappelons la signification pour plus de 
clarté : 

ÿ est la longitude du nœud ascendant; 

est l’inclinaison du plan de l'orbite avec le plan des xy; 

& est la longitude du perihelie; 

e l’excentricite; 

a le demi grand axe; 

€ la longitude de l'époque. 


D'autre part, en intégrant les équations (3) par la méthode de Jacobi, 
on introduit six arbitraires canoniques %,, %2, %3, 8,, Ba, 3, qui sont 
liées aux éléments elliptiques de la planète correspondante par les 
formules 

kK? a _ 
= ss Aa == KVa(1— e?) cos, = Kya(ı—e®), 


(4) , 
= a”, B: = 0, B; = © — 6, 


et les intégrales générales des équations (3) sont de la forme 
r=, (6, Ary Ars Ay Bi Bs, Bs), Y= Pas > — Ps 


(5) dx dy ds 
dt —= d (t, X, Ae, Ay, B,, Ba, B3), At — Us, dt = Us. 
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D'après la théorie de la variation des constantes arbitraires, l’inté- 
gration des équations (1) sera alors ramenée à celle des six équations 
canoniques 


dz, _— OR dx, OR da, OR 
6 Var © Qu ae 08?’ 
d3, _ OR dix _ OR dB; _  0R 
dt u da di dt I 


où l'on doit prendre pour R la fonction de £, @,, &,, &, 91, Ba, B, 
obtenue en remplaçant, dans la formule (2), x, y, 5 par leurs expres- 
sions (5). Des équations (4) et (6), on déduit aisément les dérivées 
des éléments elliptiques a, e, 7, 9, w, een fonction des dérivées par- 
ticlles de R par rapport aux mèmes éléments. En v réduisant R à sa 
partie indépendante des longitudes et, par suite, de €, €’, nous aurons 
les équations suivantes pour définir les variations séculaires des élé- 
ments elliptiques ('), 


da _ 
a” 

o® 
de _ MER OR, |) - 1 — vie OR, 
d nayr-e Tate de’ 
dd 1 IR, 








dt  natyı —e* sing do” 





(7) ? 
dy Ba OR, Vi—e OR, 
dt ~ nat\/t—e? 0? nate de’ 
de _ \: — e? JR, 
dt — nee 08 
9 | 
dg ty "Es 0 
| de nary1—e? sing 09 na?/1— ei 0B 


R, ne dépend que des variables e, 9, 9, w et des variables analogues 
qui correspondent aux autres planètes. Il suffit donc, pour avoir les 


SE = —— — — _— —— ner -_—_ — — —.. 





(1) TISSERAND, Mécanique céleste, t. |, p. 169. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. 
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variations séculaires de ces éléments, de réduire les équations (7) aux 
quatre dernières. 

D'autre part, les longitudes n’entrent pas explicitement dans les for- 
mules (4) et les deux derniers groupes de ces équations donnent e, 5, 
6, & en fonction de «,, 3,; 23, 3, seulement. Il en résulte que R, 
s'exprime aussi en fonction des seules variables «,, 8,, «;, 83; a, 


, 


Les équations séculaires de &,, 3,, &,, 3,; æ&,, ... sont donc 
29 Par a 3 " 








da, OR, da; __ OR, 
. lu 03 dd OB,’ 
(8) Ee on, di, AR, 
dt — “dx dt — Om 


R, ne contenant pas d’autres variables que «,, 32, «&,, 8,,...,ceséqua- 
tions ont l’invariant intégral positif d’ordre 47, 7 étant le nombre des 
planètes considérées, 


1 = | day da, dB: d3, dx, .. . 
On sait de plus que les équations (7) ont l'intégrale 
> my(M + m)a(1-- e*) coso = C, 


et comme nous avons supposé les masses des planètes du même ordre, 
il en résulte que les excentricités et les inclinaisons ne pourront jamais 
acquérir de valeurs notables. Toutefois il ne s’agit ici que des valeurs 
séculaires et non des vrais éléments. 

Faisons maintenant dans les équations (8) le changement de va- 
riables 

| h-:&3 sin (B,--- 83), p= 7 sinß,, 

(9) x 
| l= a, COS(B: + 53), q = x, COS Ba. 


Le déterminant fonctionnel de A, /, p, g par rapport à a, 8,, &,, 8, 
ft ane > a3 \ C ro tit \ 
est, au signe pres, ( ou Coste’ omme 9 reste petit, ce changement 


de variables est doublement univoque. 
Donc les équations en A, J, p, q, déduites des formules (9) et des 
équations (8), ont aussi un invariant intégral positif. 
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Des relations (4) et (9), on déduit 


h=KVa(i—e)sins, p= ——siné, 
(10) am 


| ¢=KVaii—e)cosw, y= — cos 


Donc A, J, p,q; h, ... restent finies. 

Par conséquent, d’apres un théoreme de M. Poincaré sur la stabilité, 
si les conditions initiales ne sont pas exceptionnelles, A, /, p, g; A’. ... 
reprendront une infinité de fois, sinon les valeurs initiales, du moins 
des valeurs aussi voisines que l’on veut de ces valeurs initiales. A 
cause des équations (10), il en est de mème de e, 9, 0, w; e’, 9, .... 

Donc, en ne considérant que des planètes dont les masses sont du 
même ordre, il y a stabilité, au sens de Poisson, pour les variations 
séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons. 


CHAPITRE IL 


Considérons seulement deux planètes et cherchons un domaine dans 
lequel la partie de R 
po a 
Vr'è— arr’ cosö-+r? 
sera développable suivant les puissances des excentricités, des incli- 
naisons et du rapport des demi grands axes; et un maximum du mo- 
dule de P quand les variables restent dans ce domaine. 

Nous emploierons pour cela une méthode tout à fait analogue à celle 
dont Cauchy s’est servi pour déterminer une limite supérieure de 
erreur commise en négligeant, dans le développement de la fonction 
perturbatrice, les termes qui contiennent le rapport des demi grands 
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axes et les excentricités à des puissances supérieures à des nombres 
donnés. 

Désignons avec Cauchy par ¢, e’ les excentricités des deux planètes: 
par <, 7’ les anomalies moyennes: par), L’Ies anomalies excentriques ; 
w, sw’ les anomalies vraies; 9, 9’ les inclinaisons des orbites; 9, 9’ les 
longitudes des nœuds; & et w’ celles des périhélies. 

Soient (fig. 2) A, A’ les périhélies des deux planètes; B ct B’ les 


Fig. 2. 





. . . x . . T oe 
points de leurs orbites qui sont à des distances angulaires > des péri- 
hélies. | 

Désignons encore, avec Cauchy, par Ag, la distance angulaire des 
points À et A’; par À „; A, ; A, „ les distances angulaires respectives 

0, — —19 = 
2 2 2 à 
des points A, A et B’; Bet A’; B et B’; enfin, par A,» la distance angu- 
laire de deux planètes fictives qui décriraient des circonférences de 
telle façon que leurs anomalies soient constamment égales aux ano- 
malies moyennes 7, =’ des deux planètes considérées. 
Les variables 4, +, e, )’, 7’, e’, ... sont liées par les relations 


W—T+esinY, v= t' + e'sinv’, 
r=@(1—EcOS)),  .............. , 
sy — 
(1) { cosw = Cosy — e, ernennen , 
1 — € COSŸ 
sin —- 3 
sinw =: Pe, cece cere eee . 


1 — € COS 
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Posons, avec Cauchy, 
ezzEerv-i, eg: E'er vi, 


pared, Pade d, 
Wen, b= Wes vi 
et, en outre. 


o=De" Vi, ÿ—@8 es v-i, a — Iles V-i, 
o— Perv -', 6'-- B'ev-'," w=: Ile" V-i, 


Désignons par r, 7’, à, Ago, ... ce que deviennent r, 7’, à, Ago, --. 
quand on y remplace e, e’,... pare, e’. 
La fonction P deviendra ainsi 


! 


flee, T+ 0, 0+, 9, 0) = no. 
Vr'— arr COSÔ +r 





D'une façon générale, nous designerons par À f le maximum du mo- 
dule d’une fonction f des variables précédentes, quand celles-ci se 
déplacent respectivement sur des circonférences de rayons E, E’, 
et par Af le minimum du module de la fonction f par le mème dépla- 
cement des variables. 

Nous aurons ainsi 





AJ) ee nn; 
nu — 2 
A'r' Et — =. COS + 2.) 
LA , 
or 
/ — _ 2 re _ 
a'(i TT cosd + —; AE ere 5, = 27 (e083 — cos Ace) |. 
r' r' r r' 
A' («3 — = "cos Ag+ — a): VE — 27 cos Ace + =-- “(cost Nee + sin? A-- ] 
r' r'? 
- \ 2 PR _ 
ee = cos À ce ] — A _- sin? Ar 
rl / yl? 
_ 9 _. 
- Ar? — 
< D 2 , | , 2 in? 
(3 Arse "A cose } Arca + Sin Ar 


Art. 
£1— Ara A cosAqy + Arai (A cos* Ary — A sin? Ary), 
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mais il est aisé de voir que, d'une façon générale, si l’on pose 


TI — Keik, =. Yen, 


on à 
Xp X 
. e\-- e nv 
Asinz:: m — S(X), 
x —X 
, e 
Acosæ— EE —C(X), 
2 
, eX+¥_ eo iX+yY¥) . 
Asin(e ty) : —- 07 = S(X + Y), 
X+Y —(X +) 
er: +e 
Acos(r E y. --—  —-- =C€C(X+Y). 


2 


De plus, les fonctions S(X), C(X) satisfont aux relations suivantes, 
dont nous nous servirons dans la suite 
C2(X) + S'(X) = C(aX), 
C(X)C(Y) + SX) S(Y) =C(X+Y), 
C(X)S(Y) +-$(X)C(Y) =S(X + Y), 
C(X) — SX) =ı. 


Il en résulte déjà que l'expression précédente de 


ar - r? 
A’ 1— — COS Ace + =) 
r' pi? 


peut s’écrire 


‘ ar — r? - | Ar \? aAr 
A'( 1— -_- COSAge + — |]: | 1 — =} —- _-(AcosAg—1!). 
| r' re Ar, A'r' 


Designons par Q, un nombre supérieur ou au moins égal au plus 
grand module de (cosö — cos A). On aura alors 


m I 


Afi, ——--— nn ln 


1 
Ar ) aAr aAr ; 

1— -—— | — ——(AcosAy--1) — — Q 
( Ar! TA à A'r! | 
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Posons 
(2) Q'=- Q,-+ A cos Arr — 1. 
Il viendra 
AJ: — ++ - 


Or, des formules (1), il résulte immédiatement que 


Ar‘Ga'[i—EC(%;il], | a 


_ | a’.>a, = -—,. 
Ar: a'li+E'C(d")], a 


On a donc 
I 


(3) AE. ee — -———; 
* {tr -E'C()— 61 +E C(p)]}?— 22'9(1 + EC(p) (1 — E' C(y’)|? 





Cherchons maintenant le nombre 0’. 
A un instant quelconque, sv, w’ désignent les distances angulaires 


des planètes à leurs périhélies A, A’. De sorte que l’on a 


cosd — COS A0 cosy COS’ 4- COS A r COS 4 sin sy” 
+ cosA, sins COS -+ COSAz x sinwsinw'. 
2°° 2" 
On a donc 
COSÈ — CosA, COSW cosw' + cosA. m COS Sing’ 


+ cosA, „sinw sin’ + COS Az z sinw sinw'. 
2’ 12 


En y remplaçant cosw, sinw, cosw’, sin’ par leurs expressions en 
fonction de €, e’, d, Ÿ’, déduites des formules (1), eten posant 


u—i— Vie, U-ı—yı—E, 


ui Vie, C'==1— yı—-E”, 


cos 
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il vient 


cos (rt + D) —e cos (t! +’) --e 


cosé — cos À 
ie cos(r +) 1 —E€ ' cos(r' +) 








cos(r + D) —Ee Vi—esin(r +4!) 


oF1—ecos(tr+h) 1—e cos(r +) 








+ cosA 


_ _ IT 
+ cos Az Vi — Et — sin(z +) eos(r+d)—e 
2° 1—ecos(t +) I---€ !cos( + +') 


sin(r+d)sin(e+p) 


+ cosAn nYı m ea er SONT PSE 


= tie DIT Feen 


et, après quelques calculs, on trouve 


é — 


COS A +44, rpg — € COS Ao r+ — & COS Âr 2 Go + EE’ COS An 


[1 — ecos(r+Y)] [1 — e’ cos(r' + W)] 


u (cos As ÿ 7 #'cosÂr ,)sin(s +) + u!(cos, 
sty? 


+ÿ _ 


(1 Ecoste Elfe Feos cos(<'+ ')| 


uu 'sin(t +) sin (rt! +- vi) 


© [i—ecos(r +- d)] Li — cos (r’ +0) 








et comme on a, d'autre part, 


ee ae 


| = - «= < — 7 > Toe T 
COSAr+pr+-g— COS A: cost cos" + cos A. wat cosy siny’ 
, 2 


cosA sınd sind’ + cos A sind sin’ 
+eosA, m sinysing’+ cosA, zn, xsiny sing, 


e-¥ 


7 Asings oT sc, Asinysscy), 


Acosp<C(y), A cosd'= C(Ÿ’), 


1—ecos(t+) ! 


I 


- 3 A TTF OE IT < Tansy ts? 
Eq(y n— ecos("+y)"ı—-ECY) 


n—ecosÄ yet Y) 
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on trouvera que 


COST. vy ~ SH. — —cosr 
ss + DI rente go) 
- num À cos À: 

— ([1— EC(¥)]ft-- EB’ C(4")] ) ni 

CC) SC 

 [r—EC(y)]{r—E CE À SA. Trg 
_ SC) CC) 
REC ECG cos, per 
+ 07777 SSH) _— os À er 
HEC EC" Hits 


Mais, de la formule (4), il résulte que 
A cosAzs%,0 2 C(ÿ) AcosAs,, +S(y) A COSA ox. 


A cos Ay ray C($') AcosAs + S(#)AcosA x, 


et, par suite, on pourra prendre pour la valeur de Q, celle que déter- 
mine l'équation suivante (') 


Q[1— EC(Y)]D — Ey) 
} ose C(Y)C(Y)—[i—EC(p)] [1 —E’ C(’)] | A cos A 
+ €C(¥) S(p')A cosA_ out 
, 2 
4-S(P)C(p)AcosA x + S8(H)S(Y)A cosA =, 
+ E [ea cos A+ i S(v’)A cosA - =| 
, +7 


(5) / | _ _ _ 
SE [É(H) Acos ss Sp A cos. ‚n,,] + EE'A cos Aoe 
2 


| C(p) 


+ ve AcosA x +S(})AcosA x x +E A cosA =| Gy) 
“+ 2°32 ay 


U [ECA cosAg + S(W)A cosAr nt E’A cos A, 
2 2 2 2 


+ UU'C(Y)C(Y)A cos Ar a. 
2 2 


—— ._ —- _ . —- -— — .- wae a =e 


(!) Jai trouvé ce calcul de 2, dans un Mémoire autographié de Cauchy publié à Turin 
et sur lequel M. Tisserand avait pris des Notes qu'il a bien voulu me communiquer. 
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Soit & le plus grand des nombres AcosAos, ACOSA 2, ... quand 
3 


les variables >, 9’, 9, 9’, w, w’ se déplacent dans le domaine consi- 
déré. 

On pourra prendre pour valeur de Q, celle que l’on déduit de l’equa- 
tion précédente en y remplaçant par & tous les nombres A cos Ago. 


ACOSA y» ..-. 
7 
On aura ainsi 





(2, = 


et+E-+UC() eYHE UE 7, 
IE) EC) | 


et la formule (2) nous donnera, pour déterminer Q,, l'équation 


(6) QO! uy ev 4 E+ UC(Y) er + E' -UCW') | 
| 207 EC CH) 1—E'C(y) 


Cherchons les quantités A\cosA,,, AcosA ,, ACOSA, ..... 
Car 3° 4 
2 2 


Soient (fig. 3) xv le plan de l'écliptique pris pour plan de coor- 


Fig. 3. 
A / 
DI --— 
N a ee —_— -———y 


rN 49, oN +NA =o, tN +NG =r, 
rn’ =9, uN’ + N'A'-= 0), tN'--NG=f, 


yNG=9, PNG =e, NEN ~J, 


. J 
sin -- = ", 
2 
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on aura 


COS 59 — COS(w — 7 )cos(w’— 7) + sin(w — T )sin(w'--T') cos) 


‘COS (o -:- w’) cos( tT +7: + sin(w +w')sin( tr +T') 


. ..J 
+ [cos(w — w')cos(z +7) —sin(o + w’) sin(t +) (cos; — sin? = ; 
or les formules de Delambre nous donnent (' ) 


I 
cos -- e0s9 — sin = cos + 





. J e “Tt 
sin = COS cos’, 


. 9 o' . . 9° 9 
= sin — cos -- sin 2 - - sin — cos + 
a a 2 2 





. J . . 
sin — sin sin’, 


/ 
. D. 
- sin Zsin À cos (9 - 6"), 


Fe 
| 
4 

x © 


J. ot . 9. 
cos — sin _—sin?!s sin — sin(9 - 9"). 
2 2 2 2 


En remplaçant les premiers membres de cette égalité par les seconds 
dans l’expression de cosAgq. il vient, apres quelques calculs, 


! 





. 29 — . 94-9 
COSA5— 0S(@- -o')| sint® + PAPER a | 


et 


-+ COS(T — a)| cost Ÿ + COS 4 sin? sin? = 2 cos(29 -26') -}singsing’ cos(6 -- a] 


. . 9" . _ a 
+ sin(# +w') sin x cos? sin 25 4- sin? a - cost ? sin20’ — $ sing sing’ sin(9 + 7] 


wt 2f 
2 


+ singe — 0") | si sil sin2(9 -- 9') + 4 sing sing’ sin(9+ |. 

Pour abréger l'écriture, nous désignerons par (1), (IT), (III) et CIV) 
les coefficients respectifs de cos (æ + ©), cos(& -- BD’), sin(® + B’), 
sin(a — wo’), et nous écrirons ainsi 


cos Ago = (I) cos(w + w') + (II) cos(w — ©; + (IW) sin(o +0’) + (IV) sin(a —o’). 


On obtiendra cosA, en remplaçant dans la formule précédente & 
3’ 


(!) TiSSERAND, Afécanique céleste, 1. 1, p. 294. 
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par & + (> et l'on trouvera 
cosA, = — (I)sin(a + w') — (II) sin(w — ov’) + (ILL) cos(w + ©’) + (IV) sin(o — 9’). 


De même 


COSA x ——(I) sin(w+w')-+(Iil) sin(w — 0’) + (ll) cos(w + w') + (IV) cos(w — ©" 1, 
"3 
COS Aq «= — (1) cos(o + wo’) + (II) cos(a -- ow’) — (HT) sin(@ + 8) +(IV) sin(o —o’). 


En se reportant aux expressions de (I), (II), (III) et (IV), il est ma- 
nifeste que 


[2 
. 


ie 0! u "A. G! 
an) ) 


2 


en fat)? u ay \ . „1.72 | , n , 

acy. [0(2 )e(%) | [8(2)8(7 )|e9+32n +188 eG+5%, 
Te/P?\nf(e\Pe f2\ ./9)\ |? 

AO [s(2)e(Z)] $ (25) v-[s(2)e(2) | S(29)-+18(0)$()S (6-0, 

ACIV).[8(2)8 (4) P8029 +25) + 480) 819) 89+ 81). 


Des formules qui donnent cos A,,, cos, , on conclut que 
Fo 
A cos A € CCS --Ww)[ A (D + ACID] + Sta + w [AI + ACIV)], 
A cosAr © S(a--o')[ ACH) -- ACID] -- Co + w')[ AG) + A(IV)], 


et l'on peut prendre pour A cos As. AcosA „les mêmes valeurs que 
“2 72 
pour AcosA,,, AcosA, , ainsi que cela résulte des expressions 


de cosA, ,, et cosA, . Done 
—_—) - - U) 
22 2 


A COSA n: -ACOos\-,, 
7 zl 


A COS Ng on 2 A COS Au 


22 
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Determinons A cos A. On a 


cos Ar == COS oo COST COST’ -+ COS À x COST SIN =’ 


‘2 
+ cos \, sin? cost’ cos Az -sinTsinT, 
—:0 ut om 
2 2 2 


A cos Az A cos AgyVcus?(z - - 2’) + À cos An \sin?(7 +7’), 
"2 


A cos Az. * A cos Ago :- À cos À 


{' 


| A 


En y remplaçant A cos Ayo, A cosA „ par les valeurs trouvées pré- 
3 
cédemment, il vient, apres réduction, 
A cos A [AC + ACH) + ACID) = ACIV)]e@*, 
Posons 


(=) A(T) + ACH) + ACHT: = ACIV) 224", 


hous aurons 


(8) ka. kl e™%, 
et le nombre Q pourra être déterminé par l'équation 


et + E+-Ucch) 


ei EC) 
1.-EC() 


Q2' LI em. -—. — ew pe 
ı-- E’U(y') 


Enfin, en posant 








eVtE+-UC(Y) ._ ef Ea UCU 
(9) ae) OY u ze 
on aura 
Q'-1 = VV, 
d m' I 
(10) Er ek - ee ee. 
G1—E’C(y’) - O[1--EC(Y)](?-- 22’ 0 [1--EC(p)][t-- EC’) ])? 


Ainsi donc la fonction f restera finie et continue quand les variables 


a , x . r 
O—;;,e,e",...se déplaceront à l'intérieur de cercles de rayon 6, E, 
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E’, ..., pourvu que les nombres 6, E, E’ soient tels que 
(11) fr—E/ C(p’) — O[1 + EC($)]}?— 22'@[1 + E C(p)][1— E' C(Y’)]20, 


et, dans ce domaine, le maximum de son module sera donné par la 
formule (10). 

Nous devons cependant rappeler que, dans tout ce qui précède, nous 
avons supposé que les nombres E, E’, J, |’ sont tels que 


EC(pi<1, E’C(y')<e. 


Ce qui précède nous conduit immédiatement à la détermination 
d'une limite supérieure de l’erreur commise en négligeant dans le 
développement, suivant les puissances du rapport des demi grands 


axes 0, des excentricités ¢, e’ et des inclinaisons o, 9’, de la partie 
m' 





MEET EN de la fonction perturbatrice, les termes où les expo- 
r— 2rr COSO + 7° 


sants de 0, €, €’, 9, 9’ sont respectivement supérieurs à des nombres 
donnés j, n,n’, n”, n”. 

Il suffit pour cela d'employer, sans aucune modification, la méthode 
dont Cauchy s’est servi pour trouver une limite supérieure de l’erreur 
commise, en négligeant dans le développement de la même fonction 
les termes où les exposants de 9, e, e’ sont supérieurs à des nombres 
donnés ('). 

Pour plus de clarté, nous allons rappeler les principaux théorèmes 
sur lesquels nous nous appuierons avec Cauchy. 

1° Soient les équations 


y=b-+.rsiny, y=b'+.x'siny'. 


Si les modules de x et x’ sont inférieurs au nombre 0,664, alors cha- 

eune de ces équations offre une seule racine, correspond à une valeur 

de y — b, y'— &, dont le module est inférieur au nombre 1,199678. 
Cela posé, si la fonction 


F(x,z',r,7") Fr, 2’, b-+ 5, b'4- 5’) 


(!) Ce paragraphe est, sauf quelques modifications, emprunté aux Notes de M. Tisse- 
rand dont j'ai déjà parlé plus haut. 
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reste finie et continue pour les valeurs de a, x’ de modules moindres 
que 1,199, alors, en posant 


3 == zei, 3'= zePN ! 


et, en supposant les modules s, 3’ inférieurs eux-mêmes au nombre 
1,199, On aura 


AT 27 ~ Ts 
> r rn. | "1. - cus (b + 3) ı— .2’cos (b'+ 5’) 
F (0,2 MY) =) J - 


——_—_ > -- -— —F 2 I b- 3, b' +5). 
— zsin(b + 3) 3'—x'sin (b'+ 5') Ga brs, 








CCE 


,! 
Be 


Cette formule reste vraie lorsque la fonction / dépend d’autres variables 
que x, 2, y, y’. 
2° Soit /(x) une fonction finie et continue quand la variable x se 





meut dans un cercle de rayon X (fig. 4), faisons 


x 722 Kerv-i. 


Nous aurons 


sous la condition 





|el:=&< X 
Orona 
. x’ gu! 2" 
2>— lez + nr... + - 7 sr 
x — X æ x? ar geile) 


et, par conséquent, l'erreur que l'on commet, en négligeant dans le 
développement de / (x) les termes qui contiennent x à une puissance 


8.45; 5. PER. BOT. 


per core ar. a un module moindre ane 


NON I 


\ 


Ana: 


développée suivant les puissances de 2. 

Considérons une fonction de deux variables x, 2 qui reste tinie et 
continue pour toutes les valeurs de x et z’ de modules moindres que 
X, NX. Posons 


x .Nem-, a Meee, 


Si lon développe f(x, x) suivant les puissances de r, le reste de 
cette série aura un module moindre que le reste du développement, 
suivant les puissances de 3, de la série qui donne 

\ 


TE 


ef, par conséquent, un module inférieur à 


2’ 


(5) vn 1X. C5) A fl x, x’), 


le module 5 étant moindre que X. 
Kt Ia somme des termes qui renferment des puissances de x au- 
dessous de la rie sera représentée par l’integrale 


227 . 
J x" 7 wr" — \ 
(2) L / = — Mar =) dp 
r 
0 / 


ate x" -1( fi: 
ou encore par l'intégrale double 


rh 


4) (any f [ 2 gn A(x, x far ) dp dp’. 


Si l'on développe la fonction (2) ou (3) en une série ordonnée sui- 
vant les puissances de 2’, le reste de la série, prolongée jusqu'au terme 
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qui renferme x’ à la puissance n’, aura un module moindre que le 
reste de la série 
x’ rr x" 


vı +) A u TTT T, x! , 
X'— & ETES A ) 
et, a fortiori, inférieur au reste du développement de l’expression 


x Xr— in — —, 
xp Cure HAS TL ), 


en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de &, c’est- 
à-dire au produit 


CR os, 
(4) XXE") px 14/7 ), 


X pouvant être supérieur ou inférieur à & et X’ devant être supérieur 
af. 

En ajoutant le produit (4) au produit (1), on aura une limite supé- 
rieure de l’erreur commise, en ne conservant dans le développement 
de la fonction /(x, x’) que les termes qui renferment x à des puis- 
sances inférieures à 7 et a’ à des puissances inférieures à 7’. 

Donc, en définitive, cette erreur ne surpassera pas la somme des 
nombres que l’on tire des deux produits 

., , 
ga f(z, 2'), yr Xt A f(a, x"), 


lorsqu’en supposant dans le premier produit X > &, dans le second 


X'>E et X26; on remplace la fonction CoP dans le second produit, 


par la somme des » premiers termes du développement de cette expres- 
sion suivant les puissances de 5, et dans le premier produit par le reste 


. , + . ; x , 
de la même série. Puis la fraction „—-; par le reste de son développe- 
“aS 


ment en série ordonnée suivant les puissances de & et prolongée jus- 
qu’à la puissance £"-". 
Pareillement, si, dans le développement de /(z, y, 5, ...) suivant 
les puissances ascendantes de x, y, 2, ..., on néglige tous les termes 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome X. S.9 
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dans lesquels les exposants de x, y. 3, ... sont respectivement égaux 
ou supérieurs à des nombres donnés, n, n’, n” la somme des termes 
négligés offrira un-module moindre que la somme des nombres que 
l'on tire des produits 


X _ 
u Ao, Sy. ..), 
Y X — — 
(5) Y—nxX —E Mars...) 
Z Y X 


ZT YA X —E AS(2, 7,3, ...), 


lorsque, Ë, n, €, ... étant les modules de x, y, 2, ...; X, Y,Z,... ceux 
de x, y, 3, ... on suppose dans le premier produit X>E, dans le 
second Y >n, X pouvant être plus grand ou plus petit que &, dans le 
troisième produit Z > Y; X, Y pouvant être plus grands ou plus petits 


, dans le second, le troisième, etc. 





ueË,n,...et quel’on remplace <> 
queë,n, X: 
produit par la somme des n premiers termes de son developpement 


suivant les puissances de , et dans le premier produit par le reste de 


cette même série; puis la fraction „— m dans le troisieme produit et 


les suivants par la somme des n’ premiers termes de son développe- 
ment suivant les puissances de & et dans le second par le reste de 


cette même serie. 
Ajoutons que les valeurs attribuées aux nombres X, Y, Z, ... doivent 


etre telles que les fonctions 





212...) S27, 5) 00), Sa, 715, 0+), 


restent finies et continues, pour ces modules, et aussi pour les mo- 
dules plus petits. 

Observons encore que la somme des termes qui dans le développe- 
ment de f(x,7,:,...) renferme des puissances de x inférieures a r 


sera représentée par l'intégrale 


wv 


17 7h __ pu — 
af _ f(x, V3 ...)dp. 
x) 


ar x(x — 
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Et, en vertu des principes établis, la somme des termes qui, dans le 
développement de l'intégrale précédente, renferment des puissances 
de y, z,... à des degrés égaux ou supérieurs aux nombres 7’, 7", ... 
offrira un module inférieur à la somme des termes qui renferment les 
mêmes puissances dans le développement du produit 


e 


Y rt en ll ). 


ee eee A —-—_ 9 Vy 5 es 
(6) ¥—nZ—n PARTY As ” 


SN 





Done, si dans le développement de f(z, y,z,...) en une série or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de x, y, 5, ... on conserve 
sculement les termes qui renferment des puissances de x, y, 5, ..., 
dont les degrés sont inférieurs an, n’, n", ..., l'erreur commise offrira 
un module inférieur à la somme des nombres que l'on tire des deux 
produits 


X Y 2 7 -- 
), LE You Fae Mers...) 











(6) x: Ver, Vy ene 


:; | X 
lorsqu'on remplace, dans le premier produit, la fraction —" : par le 


reste du développement de cette fraction en une série ordonnée suivant 
les puissances de ¢, et arrêtée avant le terme qui renferme & à la 
puissance nr; dans le second produit, par la somme des r premiers 
N + 
Y-nZ2-3 
somme des termes qui, dans le developpement de cette expression 
suivant les puissances ascendantes de x, 5, ..., renferment des 
puissances de n, ¢, ... d'un degré respectivement égal ou supérieur 
an, nn", we. 


Ayant rappelé ces théorèmes, posons 


termes de cette même série, puis l'expression ... par la 


(1) p— —___" 2 = f(e, e', 9,0, 0', 9,0). 
Vr'?— arr’ cosd +r? 





Les variables ¢, 9’, e, e’ et les anomalies moyennes 7, +’ sont liées par 
les relations 
Vott+esing, V=rT+esiny'. 
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Posons 


v= Weswv-1, e = Eerv-i, 6 — 8esv-i, p = De’v-1, a 
p= W'es V1, RE on oser. , uses a’ 

La somme des termes qui, dans le développement de /, renferme des 

puissances de 0 inférieures à 8/, sera représentée par l'intégrale 


| j 7 By bi _ _ 
2 =. fn rr ,€', 6, ’ , ’ ds, 
(2) f ETC ¥ V5 9') 


el la somme des termes négligés offrira un module inférieur au reste 


du développement de la série qui, ordonnée suivant les puissances 
de 6, donne 


6 — 6 Af(e, €, 6, b, Y, 9, o'), 


lorsqu'on y néglige les puissances de # supérieures à #, c’est-à-dire 
inférieures à 


(3) ott paste 3,4, 4,9, 9°) 


Cherchons ensuite une limite supérieure de l'erreur commise en 
négligeant dans le développement de la fonction (2) les termes où les 
puissances de €, €’, , 5’ sont supérieures à des nombres donnés a, n’, 
n”,n”. Ä 
D'après les théorèmes que nous avons rappelés pages 62 et sui- 
vantes, on a successivement 


SAY Ys Oe) 


=, 1--ecos(t+) 1 —e cos(r' +H’) 
fl [a FT esin(re d) Ve’ sine y) 1€ te He + gp) dg dy 





f(,8', 8,4, Y', 9, 9’) 


2k ' , Lo LL ii LL 
=o | —— = (ee, 6,4, 0, 9,9!) dp dp! dr dr", 
(4) 








(a7)* e—es'—& p— D —0 
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24 N nr 
Comme le rapport "y croit depuis Ja limite ~ =o jusqu'à la 


limite } = 1,199, et qu’en prenant % = 1 on trouve 


il est clair que les premières des conditions (7) seront vérifiées si l'on 
suppose 


(g) e<E<0,64805, e<E<o,6405, ¢<®, 9/<@, 


et que l’on choisisse +, 4’ de manière à vérifier les équations 


t If 
(10) 2 _5 Up 


et--e-7 et +e * 





Les conditions (9) sont vérifiées pour toutes les grosses planètes et 
aussi par les quatre petites planètes Vesta, Junon, Céres et Pallas. 
La dernière des conditions + peut s’écrire 


1+ EC(4) 


rt EC (+) a v) 
1— E'G(Y) 


| 6 1—- E'C (4) En [2-1 (1)? — a 1e _ [2’-+ı+ y/(2'+ 1)?--1] | 20. 


Pour la verifier, il suffira de prendre © de facon que 


r+ EG(W) _— I 
a AY CL + RE 1) 1 << ——_____— nn , 
EC Gp) STOVES OV ot 
ou bien 
1. 1—EC() 
(1) 8 = a) I+ EC(y) ’ 


et, de la formule (4), il résulte que l’on aura alors 
= RT ee = m! 
(12) AGE). STE 


Cherchons une limite supérieure de la valeur de 0. 
Nous avons trouvé que © devait être inférieur à la plus petite racine 
de l’équation 


I — E'C(p') — 6[1+EC(p)]—-298[1+ EC(y)}[1 —E'C(#')] =0. 
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La valeur de Q’ est donnée, dans le cas actuel, par les formules 


% 


1... eV+E+UC(p) er +E+U CU), 
PISTE EC 


k= A (1) + A (I)-+ A (HD) + A (IV). 


Cette racine croît rapidement quand les nombres 4, Y’ decroissent. 
Nous leur donnerons donc les plus petites valeurs possibles, c’est- 
à-dire que nous les déterminerons par les équations 


EC(Y)=,  E'C(Y) =. 
L'équation en 0 deviendra 
1 p'— (1 + p) P— aQlO(i— P' (1+) =o, 
et la valeur de Q’ sera déterminée par l’équation 
d+E+UX eV+E'+ ut 
1—Y 1—Y 


Q'+iZ= K. 


Posons 
[PU 
e+ E+UL +E+US 
E_, E 


Ip ha 


l'équation en 0 pourra s’écrire 


V!, 


(1 + Y)?— 29(ı + Y)(ı- Y)VVK-+(ı- W)=o. 


La plus petite racine de cette équation est 
In y 1 JREVEVR 
(13) pe (KvV VRE VE VA i) 


ou encore 


1— wv’ ! I I 1.3 I 
+ aVVK (: 7 VIVE 2.6 Revive À ) 

Cette racine croît évidemment quand ces nombres Ÿ, v’ V, V’, K 
decroissent, et, par conséquent, lorsque les nombres E, E’, ..., ®’ se 
rapprochent de leurs limites inférieures €, €’, ..., 9’. 
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On aura donc la limite supérieure de 9, lorsque, dans la formule (13) 
jointe aux formules qui donnent V, V’, U, U’ et K, on fera 
E — :, E'=:, D — 5, d'— 9’, 
et qu’on donnera aux modules Ÿ, {’ les valeurs déterminées par les 
équations 


ayy’ | 


et + e-Y 


= 6, 


er + e-¥ 


cy 


. . . o . . e a a . 
Si la limite supérieure ainsi obtenue surpasse 0 = =; c'est-à-dire, 
si l’on a 


<< =e (KVV— VV VE 1), 


on pourra déterminer 0 de façon que les conditions (7) soient vérifiées 
et la formule (6) sera applicable. 
Cette dernière condition peut s’écrire 


yyy tL CL  dıy\ 
(19) KVV'< ; (7 1+ÿ @ +) 
Cauchy a déterminé pour chaque planète une valeur très approchée 
de la quantité |, qui vérifie l’equation (14). 
Il a trouvé les valeurs suivantes : 


Mercure.......... Y = 0,210065 Jupiter........... v = 0,048132 
Vénus............ 0, 006884 Saturne...... ... 0,0563 13 
La Terre.......... 0,016816 Uranus .......... 0,046750 
Mars. ........... 0,093494 Neptune ......... 0.008720 


Il a ensuite calculé V par la formule suivante 


— V1 — 2 
eV+ E+ VIS © y 
€ 
V — . 
Zar 


D'autre part, nous avons trouvé pour déterminer le nombre K les 
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V. a(i—%). a(lı+Y%). G(>). S(7). 
Mercure....... 1 84962. 0, 305782 0, 468414 I ,00773 0, 12471 
Vénus......... 1,02084 0,718352 0,728312 1,00175  0,05923 
La Terre....... 1,05159 0,983183 1,016816 1,00000  0,00000 
Mars........-. 1, 31874 1,381236 1 666150 I ,00052 0, 03232 
Jupiter........ 1,15408 4,950822 5,451510 1,00026  0,02289 
Saturne........ 1,18232 g ,000758 10,07 4984 I ,00094 0,04349 
Uranus........ 1,14937 18,286475 20 ,080135 1,00009 0,01353 


Neptune.. .... 1,0269 29,77505 30, 29888 1 ,00048 0,03113 


Nous avons trouvé précédemment que, lorsque les variables e, €’, 
v, d’, 9, 9’, w, w’, 0, 0’ se déplaçaient dans des circonférences de 
rayons E, E’, ..., ©, ©, la fonction 


m! 
SEE D, D) = ——— 
on ‚97 Vr?— arr'cosé + r’* 


restait finie et continue, si les nombres E, E’ sont tels que 
EC(y)<1, ECy)<ı, 
(æ) ie —E'C()]— SP + ECW) _ 22! [1+EC(][I—E'C(Y)1> 0, 
le nombre N’ étant déterminé par les formules 
2'+ı=V,ViK, 


| y _ %+E+UC(Y) „ eV+E'+U'C(Y) , 
IT TEC) ’ 1—E’C(Y’) — €"; 


K'— A(I) + A(IL) + A(II) + A(IV), 


v= 





a Ad) =s(?+e) + 8(9) S(@'ys*(“="), 
A(II) = [c(2) c(£) | +[s(2) s(Z)]'cr29+ 267+ 48(9) 819 Co +0, 
A (TD) = [s(2) ¢(£) ['sca9) + [s(Z)e(2) |’ se» +48(9)8(9')$(0-+ 9), 
Av) =[8(£)8(Z) ['s(29 + 20") +48(9)8(9)8(0 +9). 


Enfin, en désignant par A(/f) le maximum du module de la fonc- 


(1) 


(7) A) — ~ 
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tion / dans ce domaine, on a 


m’ I 





(! 1 — E’C(y’ 


et le maximum du module de la partie de / qui est indépendante des 
anomalies moyennes et que nous avons désigné par R, sera dans le 


même domaine 
AR, S4n7A(f), 
(6) AR, = 39,478350 A(f). 
D’ailleurs, quand les variables ¢, €’, w, w’, ©, 9’, 0, 0’ se déplacent 
à l’intérieur de circonferences de rayons E, E’, =, ..., 9’, les variables A, 
l,p,q,h',....q définies par les formules 


h = € sine, l=e£coso, p= tangg sind, q = tango cos6, 


h'= £'sinw)?, 


se déplacent respectivement à l’intérieur de circonférences de rayons 


H, L, P, Q, H’, ..., Q’; les nombres H , Q’ étant définis par les 


formules 
H —E S(w), -L=EC(w), P=®S(6), Q=®C(8), 
HW=E'S(w’), L=EC(w), P’=O'S(6), Q'=@C(6), 


et les nombres E, ..., 9’ étant choisis de façon à satisfaire aux condi- 
tions (6). R, sera une fonction développable de A, /, ..., g’ pour les 
valeurs de ces variables de modules moindres que H, L, ..., Q’. Dans 
ce domaine, les variations séculaires de 4, /, ..., g’ seront détermi- 
nées par les équations 



























nz — an (t+ + + ! (PS + 150) 
LEA a — (ht cates san ihe a D 


(!) Annales de l’Observatoire de Paris, t. Il, p. 106. 


_ oat +EC(Y)] - aQ! = [ı + EC(y)] [1 — Bey] 


TT) 


sl; 


ol 


hr) 0 
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On aura quatre équations analogues pour la seconde planete. 

Les seconds membres des équations précédentes sont des fonctions 
holomorphes pour les valeurs des variables qui appartiennent au do- 
maine de rayon rdu point À =/=p=...=q'=0;rdésignant le plus 
petit des nombres H, L, ..., Q’. Soit M leur maximum dans ce domaine. 

Considérons les équations 
| ae; M 

at ek 
rr 


las, 2,...,8), 


avec les valeurs initiales 
vo=—lA|,  w—]|2|, …, Held”). 


Considérons dans ces équations (2) ¢; comme fonction de 2 et p;. 

Nous savons que l’on peut trouver des fonctions satisfaisant aux 
équations (2), se réduisant pour ¢ =o à ¢? et développables suivant 
les puissances de 2, v; en séries convergentes pourvu que 2 soit assez 
petit. 

Les coefficients de ces développements sont tous positifs et supé- 
rieurs aux modules des coefficients correspondants dans les développe- 
ments de A, /, ...,g’. Desorte que le rayon est une limite inférieure du 
rayon de convergence des séries A, /, ..., g’. Pour le trouver, ajoutons 
membre à membre les équations (2); nous aurons 


3 oe, + Pat... + Vs) __ 8M , 
( ) ot a Ed 
r 


Posons 
Vit Vet... +pa—= V. 


V considérée comme fonction de #; et de ¢ satisfait à l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 

av __8M 

dt — Vv’ 


et sc réduit pour £ = 0 à 


Von +ei+... += X. 
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Toutes les fonctions v; ont tous leurs coefficients positifs; leur 
somme aura donc ses coefficients supérieurs aux coefficients correspon- 
dants de l’une quelconque des fonctions 9; et, par suite, deh, /,...,q’. 

Déterminons cette fonction V. Comme elle ne dépend que de ¢ et 
de X, il est naturel de poser 


V= Ye, X); 
la fonction Ÿ satisfait à l'équation aux dérivées partielles 


dy _  8M 
dt v(t, X) 
—— 
et elle se réduit à X pour ¢ =o. 
Afin de revenir aux notations habituelles des équations aux dérivées 
partielles, posons 


H(t, 3) =Z, 
. 0 
= x, X — y, oY — p, N — 4, 
l'équation (3) deviendra 
(3’) (1 =) p—8M =o; 


la fonction } ou z que nous cherchons est l’intégrale de cette équation 
qui passe par la ligne 
Z=0, sy. 


Les équations différentielles de Lagrange qui correspondent à |’ équa- 
tion (3’) sont 





dx _dy_.__ds — dp _—dg 
3 0 (_3\, ,_P „_P 
'@7 (: =) p PY 177 


Elles admettent l'intégrale 
XP =. 
Nous avons donc une intégrale complete de l'équation (3’) en intégrant 


SM ,,, 82M ay, 





ds — 
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ce qui donne 


=? 
(4) 3— — =8Mr+8aMy+6. 


ar 


Cherchons l'enveloppe des surfaces de ce complexe qui sont tangentes 
à la droite 


(9) 


Les coordonnées d'un point quelconque de cette droite sont 
T = O, sty, 


en désignant par ¢ un paramètre arbitraire. 
Ecrivons que ce point est sur la surface (4), nous aurons 


(6) Liu —8&M)-+B=o. 


2r 


Le plan tangent en ce point à la surface (4) est 


—8MX +8aM(y- 1) +0 (1-1) =o, 


r 


Exprimons que ce plan contient la droite (5), il viendra 
t 
(7) 8aM+-—1—0o. 
En éliminant ¢ entre (6) et (7), nous aurons entre « et 6 la relation 
6 =(1—8aM)*-; 


l’enveloppe des surfaces de la famille (4) dont les paramètres a, 6 sont 
lies par la relation précédente est l'intégrale cherchee. 

En faisant les calculs indiqués par la théorie des enveloppes, nous 
trouverons pour son équation 


s?—ars+16Mr2+ y(2r—y)=o. 


En revenant aux anciennes notations, nous trouvons que la fonction 
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cherchéc V est la racine de l’équation 
Vi—orV+16Mrt+ X(ar— X)=0, 

qui se réduit à X pour ¢ = o. Donc 

(9) V=r—yir—X)?—16Mre. 


Cette fonction est développable suivant les puissances de ¢ et de X ou 
de v? pourvu que 


_ 2 
Cour a N= lA +] Ol +... 4+] 921 <r, 


(10) t< p —= 
de sorte que, en supposant vérifiée la condition X <r, on peut trouver 
des fonctions A, /, ..., g’ satisfaisant aux équations (1), se réduisant à 
h°, 1°, ..., 7° pour £=0, et développables en series convergentes 
suivant les puissances croissantes de ¢, A°, /°, ..., g'° pendant le 
temps 

_ (r—X)P _ 

‘= 16Mr —P 

Désignons ces séries par 


h -- 9 (t, he, Lo, pP’: q°; h’, U", Pp’, 7°) h' = 9° (¢, hr, sey q"”), 


Lim... 8. }, l—D:(............ }, 
| 7 ss ss. ), PT Da(............ }, 
7 = > ses... )y J > Ya ......... ) 


Soit ¢, un point intérieur au cercle de convergence de ces fonctions; 
h,,l,, .... 9, les valeurs de A, /, ..., g’ pour ¢=2,. On voit que A,, 
l,, ..., q, sont des fonctions développables de AP, ..., 7’°. 

M. Poincaré a montré d’une façon générale que l’on peut étendre ce 
cercle de convergence : 

Designons par A}, ff, ..., g, les valeurs de A, /,, ..., g pour 
he = =...=q'=0. De sorte que 


"A! SN + 2, ho BP + NP + + a ho +... + 9,(A9, OY...) +... 
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D'autre part, soit (v;), la valeur de ¢; pour ¢ = ¢, et (v,), Ja valeur de 
(¢;), pour e! = #5 =...= 0; de sorte que 
(hl)! +Ae] + Bir! +... ((=1.2...8). 
On sait que 


(i> [Arf (>| A>laıl B>lal, .... 
(ss), > ]4:], (ee) >] af, ......... re 


oeee + + « 0 9 soe eo ee pee eng . ee + ...., „eo. eo 2. 9 ee. + co © 


Les quantités (v;), sont les valeurs pour ¢ = ¢, de fonctions satisfaisant 
aux équations (2) et se réduisant à zéro pour £ — 0, c'est-à-dire de 
fonctions égales et satisfaisant à l'équation 


de _ M 
dt 18! 
m 
2 
p— 4 = ML 


On a donc 


() = 5 — a" 16Mre,, 


9 e e e ° [4 ® a r 
et l’on voit ainsi que (;); sont inférieurs à 3- 

A fortiori, it en est de même de |A?} |, | 20 |, ..., |g |. Posons de 
meme 


é—t, =, 
(12) h, — hi = (1°), f,.—l°—(2P), ee ry 
h—h=(h), I-RN=(), wey 


et considérons le systeme d’équations obtenu en faisant dans (1) ce 
changement de variable 


d(h ° , d(h)' , 
en =) + A, Dr (q) + 9 1, er =f ; 
A) = fi[(h) HR, nen. L day _, 
(13) dt TO I 
d(q) d(gY _,„ 
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les seconds membres sont des fonctions développables dans le domaine 
de rayon 


du point 
(hk) =(lJ =... (q)=0. 


Cherchons s’il est possible de trouver des fonctions satisfaisant à ces 
équations, se réduisant pour ¢’=0 à (A°), (LP), ..., (g°}, et déve- 
loppables suivant les puissances de ¢’, (AP), ..., (g°)’ pourvu que ¢’ 
soit assez petit. 

A cet effet, considérons les équations 

dv; M , 
(14) = eee ts (Ü 2 1,2,...,8). 
ri 


Avec les valeurs initiales pour ¢’ = 0 


os (#1): — (> (A), ..., 
OP = (Ph — (O22 (2), ..., 


En remplaçant dans v la valeur précédemment obtenue pour (v;),, 
on trouve que 
r 


„= (v;) — (5 ivr 16M re) “Alr:— ı6Mrt.. 


En prenant le point ¢, sur le cercle de convergence des fonctions 
(10), c’est-à-dire en faisant 2, = 9 et en remplaçant ¢ par sa valeur, 
on a 

<iyVr— (r—X). 

Si donc 


ou 
(15) (ar —N)X<r*(1 —})?, 


il existera des fonctions satisfaisant aux équations (14); se réduisant 
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pour =o à »,'.et développables suivant les puissances croissantes 
de #’,v°, pourvu que 


! 1 — (N) 
oS? = GA 


et, a fortiori, dans cet intervalle de temps, on pourra développer 
(A), (D, ..., (g) suivant les puissances croissantes de ¢’, (h°), 
(2°), .... 

Pour toute valeur de ¢’< 9’, les fonctions (A), (/), ..., (g)' seront 
donc développables suivant les puissances croissantes des valeurs 
initiales. 

Il en sera de mème des fonctions A, /, ..., g’ pour toute valeur de ¢ 
inférieure à 5 + 9’, c'est-à-dire, pour 











Le I Es 2 MX]. 


16M r r 


En répétant le même raisonnement que précédemment, on voit que 
l'on pourrait encore étendre ce domaine de convergence, pourvu que 


X=Var—X)N <rt-— 5). 


En supposant cette inégalité vérifiée, À, /,....,g’ seront des fonctions 
développables de A°, ©, .... q'°, pour toutes les valeurs de ¢ telles que 


L<p+g re’, 
I (r— X (7! —X')? (r"— X’)! 
(16) <a | ++ aa; 
où l’on a 


X'=V{ur + X)X. 


Nous allons montrer que les quantités p, p, £”, ... vont en dimi- 
nuant et que leur somme reste finie; cela prouvera que les développe- 
ments précédents ne sont possibles que dans un intervalle de temps 
limité. 
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! 
7 


À cet effet, considérons le rapport © 











Donc 


La série 9, p’, © ,... est convergente et la somme 5 + 5 + 0”, ... 
reste finie. 

I] n’y a évidemment lieu de considérer les développements précé- 
dents que s'ils sont convergents pendant un grand nombre d'années, 
c’est-à-dire, si la valeur de t donnée par la formule 





eee ee 
. 


(17) tio — KB + DEN! + ir x’ +.. | 
r / 7 
est suffisamment grande. 

Il est manifeste qu'il n'en sera ainsi que si la somme des va- 
leurs initiales X diffère sensiblement du rayon r du domaine de con- 
vergence, et si la valeur de M qui résulte des formules (+) et (8) 
données page 77 n’est pas trop grande; cette dernière condition 


ne sera satisfaite que lorsque le rapport = sera très différent de l’unite; 


comme cela arrive, en particulier, si l'on associe l’une des planètes 
Venus, la Terre avec Jupiter, Saturne, Uranus ou Neptune et encore 
lorsqu'on associe l’une de ces trois dernières planètes avec Mars. 

Dans chaque cas, les formules (8), (+), (à) et (17) donneront une 
limite inférieure de la durée de convergence des développements; les 
valeurs des nombres V, V’, K’ qui entrent dans ces formules sont 
données par le Tableau qui se trouve à la page 76. 
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Détermination des coefficients des développements précédents. 


Les développements considérés sont de la forme 


ı NZ A, + B, + C1p° + D, g° + A, A”? + B; 4, + C, p'°+- D; q"° 
+ER +... +K, hy +..., 


l—Ash+B,0+...............,,,.,,.,,.,20202 , 
h' = Azh°+ By. oo ccc eee ee eens , 

(1) 4 l'A / he esse ) 
P= uk + BE + ip + aq + a, he + Bylot yy pet gt +..., 
(7 ER 2 Le PRE Ley 
7 RE PE 


On sait que les équations qui donnent A, /, A’, l sont de la forme 
— = Mo, + che, + 95 (A, l, Ps > - 97) +O(A, , weer] ) tenes 
= — bl — Abe, l + v3 (A, os ,g')+o(A, l, sql)... 
(2) 


UE A 


— ZI bb, l+............ seen ee rennen nenne 
En remplaçant A, /, ... par leurs expressions (1) dans les formules (2), 


on à 
i d 
7 (Aho t+ Bret...) =( Moy As + og A,) A°+..., 
d 
7 (Ash + Ball +...) = (— choy Ay — cog Ag) + ..., 
(2°) d 
| TL )=( bi Ap + ob Ay) A0+..., 


d 
qe (Ashe + cere we eee ) = (— Ao, Ay — ob, Ay) 2° +... 


En écrivant que les deux nombres sont identiques en AP, /°, ..., q”°, 
on aura des équations qui determineront les coefficients A, B, C, .... 
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En particulier, les coefficients A,, A,, A,, A, sont déterminés par 


| = "Any Ag + ds Ay, 
ot = — doy Ay— aby As, 
(3) dA 
Gy, Ast bg Ass 
| a = — À, Ay— Sey À; 


Avec les valeurs initiales, pour ¢= 0, 
A,=1, A, — A,;—A,=0. 


Les quantités .4,, 5, &,, +,, quientrentdans ces équations, ont été 
déterminées par Le Verrier. En adoptant ses notations, on a 








m'an , __ma'n' 
&, — (0, 1) = au 8 (1), hey = (1,0) = Sor 8 (1), 
m'an » _ ma'n' 
cb, = (o, 1) == 3ap 8 (2), db, = (1, D Four 8 (2). 


Ces quantités vérifient la relation 
Ai, — A Ang — O. 


De la forme des termes du premier ordre dans les seconds membres 
des équations (2), il résulte que tous les coefficients B,, C;, D;, ... sont 
déterminés par les mêmes équations (3). 

Nous sommes donc conduit à chercher l'intégrale générale des 
quatre équations 


dx dx! ’ ‘aw 
; di MY + AY dt == a,yTtra,Y; 
à EE Az — ax D a'r ar 
PTE —— (1 2% » dt — 1° 2 ’ 


où l’on a | 
Aa, — 4; A3 — O0. 
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Pour effectuer l'intégration, posons 


æ=Nsin(gt+5), 
y==N'sin(gt+5), 
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z'=N cos(gt+ 3), 


y' =N'cos(gt+ 8). 


L'équation caractéristique des équations (3) est 


Si—(y+ay) e+ aa,y—aya,=o; 


ses racines sont 


, m'an ma'n' 
y= 4+ a, Sap ON + Fu 8 (2}, 





#1— 0, 
et l'intégrale générale des équations (4) est 


| == Nain ( st+5)+u, gi © 2 N sin (4 gi+3)— À, 
(5) 
[= Neos(ge + 8) +2, y= “2 Neos (4 HB) 


En déterminant les constantes N, À, u, B de façon que, pour ¢ — 0, 


— —— pl —- 
ysul=y'=09, 


nous obtiendrons les coefficients A,, A,, A, A,. 

Les coefficients B,, A;, B, se déduisent des mêmes formules (5). 
Quant aux coefficients C;, D,, C;, D;, ils satisfont encore aux équa- 
tions (4) et ils sont tous nuls pour ¢=o0. Donc ils sont identique- 
ment nuls. 

En faisant les calculs, nous trouvons ainsi que les coefficients des 
termes du premier ordre, dans A, /, A’, l', sont 


, 





a a a | 
A,=— "-, cosgt-+ —?2—, B, = —— singt, 
a+a, ata, a,t+a, 
—a, a a 
A; = - sin gt, B, = aaa, cos gt +7 _—— ! 7 9 
a a Ay ad. . 
A, -—1.— cosgt — 2 , BB, —. 2 singt, 
(a,-+a, ) do (A; +t, ) a, (A; + @,) Qs 
, / 
— aa), . aa aa 
A, = ——2-- singt, B, -- '. 2. cosgt— 3 


; m mn? 
(a, + n,)a; (a+ a, )Q; (Q,;+ @,)@, 
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et 
a a a 
A: = 2 7 COS SE — —_*_, B, = a sin et, 
, —d; a a 
A,= —— + singt, BL = —— cos gt — — +, 
, [A , a, 
A, - B, = —— sing ot, 
at a, a 
A — u singt; Br 6088 ot + Zug" 


C;= );=C;= Di= 0, (€=1.2.3.4). 
Enfin, dans ces formules, a,, a,, a;, a,, g ont les valeurs 


a, = (0, 1), a, = (1,0), 


a,— (0, 1), a,= (1,0), X= (0, 1)+ (1,0). 


Les coefticients des termes du deuxième ordre en h°,#,.. ,q"° dans 
hil, ..., q sont identiquement nuls. En effet, les seconds membres 
des équations (2) ne contenant pas de termes du deuxième ordre en 
h°,l°’, ....q°°, ces coefficients sont encore déterminés par les équa- 
tions (4) avec des valeurs initiales toutes nulles : donc ils sont identi- 
quement nuls. 

Passons maintenant à la détermination des coefficients des termes 


du premier et du deuxième ordre de p,q; p', q'. 


Pad, PT sont de la forme (') 


Les expressions de & a’ dt? dt’ dt 


oe = ay (q'—q) +93(Ay 4... g) Hees 
dq , ’ 
WTP —p)t+ds(h,l,...,q')+..., 

(6) ( 

dp' , ! , 
= — ug —q)+9,(4,0l,...,q)+..., 
dq' ’ ! # 
7 = ay (p’— Pp) +3(4, 4 ...,q')+.... 


En remplaçant dans ces équations p, g; p’, g’ par leurs développe- 


m a a eee nn a ee un — 


(1) dunales de l'Observatoire de Paris, ı. Il, p. 3. 
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ments (1) et en écrivant que les deux membres sont identiques en #°, 
’,...,g’°, on aura les équations qui déterminent les coefficients «,, Bis Yi 
En particulier, les coefficients y; sont donnés par les équations 


d. di; 
an) = (nn) 
ds dis 


aan) = an). 


Avec les valeurs initiales, pour ¢ = o 
yı=l Y2— = 7s — I 


Les coefficients «;, B;, ..., 6, sont déterminés par les mêmes équa- 
tions, mais leurs valeurs initiales sont différentes. 

Désignons d'une façon générale, par x, y; x’, y les coefficients d’une 
mème valeur initiale dans les expressions de p, q, p’, g’. D'après la 
forme des équations (6), ces coefficients x, y; x’, y’ satisfont aux 
équations 


ax , d.r' Ya 
(7) a er N ren 
7 ‘ 

d dy' rau 

I2 =—-a(2'— 2), = ale — +). 


La solution générale de ces équations est 


T 9 
1 


e=Nsin(g't+ß3), Lc! = — Nas sin(g't + 8)+ A, 
S' == — (a+ @,): 


yoNeos(git-+3) yo Nes cos(g't+ B)+ ps 
1 


de sorte qu'en tenant compte des valeurs initiales, on trouve 














y= — + cosg't + — 1, é,= —"— sing'e, 
Ay+ a A+ a; a+ a; 
a= =. sing’t, 6, = aaa COS 2" t + —_ a 
n= a 7 cos g't + hos ) dy = = sing't, 
a= a+ a, sing’, = a cos g/t + ety > 
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et 
— 1 N 1 . 
- = aa + mua di — -sing't 
ara g' a+a, ı Tata: 87 
a . a, a 
= Sing’ t, d, — ——-cosg’t+ —!—, 
a,ra, a ta, a; +a, 
, , a , a’, 
73; = — cos g/t + ——, = —; sing’t, 
a+ a, a,+a, a+ a, 
a, ’ a 
= —4t- sing't, d, = - 7 cos git+ ——. 
Ys a+ a, ge 8 a+ a + ara 


a= a;—8,;=8;= 0 Era 3.0) 


Les coefficients des termes du deuxième ordre satisfont encore aux 
équations (7), car il n’y a pas de termes du deuxième ordre dans les 
seconds membres des équations (6); de plus, leurs valeurs initiales 
sont nulles; donc tous ces coefficients sont identiquement nuls. 

En portant tous ces coefficients dans les développements (1) de À, 
l,..., 9’, il vient 








h — na [(a, °+ah")cosgt +(a P + al )singt + a, h®— a; h°]+0, (Ah, 0, 

{= aw [(a, & + a, l) cosgt —(a,h°+ ah”) singt + a, —a,l]+, (A, 0, .. 

h'= ae [(a, AP’ + ah") cosgt +(a;,l + all’) singt — a, ho + a,h"]+ 94(A, b, 

l'— oe [(a, & + a, 00) cosgt — (a, h’ +azh')singe— a, P + a,l° ]+, (A, 0, .. 
P= +, [(g° — g")cosg't+(q° —q"°) singt, a (a, pP ap) + BW, (A, ...,q")+..., 
Vest ep sing + Te (a Pag") + 

y= [p"—p°) cosg't+(7°— 99 sing") + „7, a (OP? +a,p)+.. 

= ais L(g’’— 9°) cosg' t+ (p® — p'’)sing'!]) + —— ara antrat. 


Nous allons maintenant indiquer la forme des équations qui deter- 
minent les coefficients des termes d'ordre quelconque. 
Considérons dans les développements de A, J, h’, l’ les coefficients 


..)+... 


.)+... 
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d’un même terme du troisième ordre; par exemple, les coefficients 
de A°?, 

Désignons-les respectivement par x, y, 2, y’. 

On aura les équations qui les déterminent en égalant les termes 
en h°® dans les deux membres des équations (2’). Pour obtenir ces 
coefficients, on réduit respectivement A, /, ..., g’ à leurs termes en À°° 
etA° dans les termes du premier et du troisième ordre des équations (2). 
Les coefficients de A°, 7°, ..., g’° dans les développements de A, L, ..., 
g' sont périodiques; donc x, y; x’, y’ sont donnés par des équations de 
la forme 


dx 
“fi — ay—ay' +) beos[(ig + ég'}t + q1], 
d . . . . 
it =—ar— ax + > dcos[(ig +t'g')t+q], 
(8) | dx! 
= a} +a,)'+ > L'cos[(ix + Ü)t+g], 
/ 
| % =—- ar —a,r + > @ cos[lür + Ug jt+q). 


4 . . . . = , 
En y faisant abstraction des termes compris sous le signe >: ces équa- 


tions se réduisent aux équations (4) dont nous avons trouvé pour 
l'intégrale générale 


r=Nsin(gt+3)+p, r= EN sin(ye+ 3) — © 
2 
asx a 
r=Ncos(gt +53) +), y= a N cos(gt +5) — — u, 
2 


ce qui peut encore s’ecrire 


r = Xsingé + Ycosgt +, 
y = Xcosgt— Ysingt + à, 


[4 ’ 





a, y. a 
(9) {x 3 Xsingt + -?Y cosgt — --p, 
Aa Ag A, 
’ ' 
a’ Aye. . ay - 
v=: -2Xeosgt+ 2Ysingt— ‘à, 
“ (Ag ~ A» Ti Ae 


et, d’après la méthode de la variation des constantes arbitraires, l'in- 
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tégration des équations (8) est ramenée à celle des équations 


dx . dY du = | 

-—— SINS’ + —- COS + -— boosf(ie + ie te gi 

FT RDS AT, > [CE eg] 

dX dy dt). = . 

__ COS vl — _-.. sin wf - NV d COS fe + fe! 1 + , 

dt “A lt SET dt éd I x) 4 | 
a, aX a, ay a, dp — | 
- 2 ll Singt+ :°%---c0oset — — — -- b’ cos[liz --FVer)t—gql, 
a, dt | ds at ty dt > KU x) 1] 
a, dN a, dy. a, dh S , | | 
-7..— COS el — SE —- SIN RÉ — — — 7: d COST (4 ; tel N qi. 
a, dt A a, dt N a, dt > SC Fle t+ q 


op d ., . , 
En éliminant “E entre la premiere et la troisième de ces équations, 


MD. . Bu 
et; entre la deuxième et la quatrième, on a 
dX . AY ù . . 
u NR 7, COS => ecos[(lg + et 4] 
dX dY = 
= 2cosgt — —- singt== $ c'eos[(ég + Ug')t+ q], 
1p SOSA tn Ye COS[(Eg + gt + q] 
d'où 
. dx V .. u 
— TT OSFCIS +S ye , 
an \ ML wae Hcos[(ig + dg)t+ 1] 
10 
dy = hs , 
| ot HW eos[(ig + eg) gl, 


etensuite, on trouve, pour déterminer A, u, des équations de la forme 


de =), K cosf[(ég + (g')é+q], 


ee . 


(11) dt 

PI fi 

os a). oy . Ya 
Ti =k cos[(ig +ég')t +4]. 


En portant les intégrales des équations (10) et (11) dans les for- 
mules (9) et en déterminant convenablement les valeurs initiales, on 
aura les coefficients des termes en A® dans les développements de A, 
LA. 

On déterminerait absolument de la même facon les coefficients 
d'un autre terme quelconque du troisième ordre. 
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Après avoir déterminé les coefficients des termes du premier et du 
troisième ordre, on sera conduit, pour avoir ceux du quatrième ordre, à 
des équations de mème forme que (8). Et ainsi de suite, de proche en 
proche, on pourra déterminer les coefficients des termes d'ordre quel- 
conque des développements de A, U, ..., q’. 


= ag, 


SUR UNE 


QUESTION D’HYDRODYNAMIQUE, 


Par M. C. SAUTREAUX, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


INTRODUCTION. 


Le probleme du mouvement d’un jet fluide n’a été résolu, jusqu'à 
ce jour, que dans un petit nombre de cas. 

Dans son travail sur les mouvements discontinus des fluides, Helm- 
holtz a, pour la première fois, déterminé théoriquement la forme 
d'un jet fluide libre dans un cas particulier (Monatsberichte der Berl. 
Akad., April 1868). Sa méthode, convenablement généralisée, a con- 
duit M. Kirchhoff à la solution de la même question, dans un certain 
nombre de cas. Ces savants supposent, tous deux, que le fluide est 
incompressible, qu'aucune force extérieure n'agit sur lui, que ses 
particules n’ont pas de rotation, que le mouvement est permanent, et 
enfin que le mouvement est partout parallèle à un plan fixe. 

Nous essayerons, dans ce travail, de traiter le cas où, le fluide 
restant incompressible et le mouvement restant plan, des forces ex- 
térieures agissent sur le liquide. 

Dans les problèmes sur la chaleur, par exemple, et, en général, 
dans les problèmes de Physique mathématique, les conditions aux 
limites s’expriment par des équations linéaires, qui permettent de 
décomposer la difficulté. Ici, la condition aux limites renferme les 
carrés des dérivées partielles. C’est ce fait qui rend, sans doute, les 

Ann, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. 5.13 
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problèmes sur les jets fluides difficilement abordables par les me- 
thodes ordinaires de la Physique mathématique et qui explique le peu 
de progres faits dans cet ordre de questions. 

Les travaux principaux, publiés sur le mouvement d’une masse 
liquide qui s'écoule par un orifice, sont ceux de MM. Boussinesq et 
Kirchhoff. Le premier de ces deux savants s'occupe surtout du mou- 
vernent du liquide à l’intérieur du réservoir, en supposant connue la 
vitesse d'écoulement normale au plan de l'orifice. Le second ne consi- 
dere | Vorlesungen über mathematische Physik ('): Volume LXX du 
Journal de Crelle| que le mouvement dans le plan: il se sert des pro- 
prietes de la representation conforme d’un plan sur un plan. La con- 
naissance de ce travail étranger n'étant peut-être pas très répandue 
en France, nous en exposerons d'abord la méthode, avant de rendre 
compte de nos recherches personnelles. Cette partie historique con- 
stituera la premiere Partie de ce travail; les résultats que nous avons 
obtenus en constitueront la seconde. 


(1) Lecons XXI ct XXII. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


I. 


Les phénomènes qui accompagnent le mouvement d’un liquide qui 
s'écoule par un orifice présentent un avantage précieux, consistant en 
ce que, d’après toutes les mesures de vitesse qui ont été prises sur 
des veines liquides, l'influence des frottements y est à fort peu pres 
négligeable ('). Cette circonstance permet de substituer aux équa- 
tions générales du mouvement celles bien plus simples qui convien- 
nent aux fluides dits parfaits. Ces équations sont les suivantes 


Op 
——+pY=opv’, 
(1) oy p p 
— 2 —ot=pw', 


où p désigne la pression, p la densité, X, Y, Z les trois composantes 
de la force agissant sur chaque molécule et rapportée à l’unite de 
masse, u’, v’, w’ les accélérations de la molécule considérée. wu’, v', «’ 
ont pour expressions 


ou ou Ou Ou 


Ww a + "Oy Os” 
(2) | y! 9 9,9 ye ®, 
—~ OE Ox dy Os 


1 Ow Ow ow Ow 
— Oe “or 8 Oy os 
Rappelons un théoreme qui nous permettra de simplifier encore 


(') BoussiNEsQ, Essai sur la théorie des eaux courantes. 
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ces équations. Nous en donnerons une démonstration due à M. Bous- 
sinesq ('). 


Tuéoreme. — Que le mouvement soit permanent ou non permanent, st 
les composantes u, v, w de la vitesse moyenne locale varient a un mo- 
ment donné et à l'intérieur d'une particule fluide, de maniere que les 
trois binômes differentiels 


(3) Ov ow dw du du ov 
953 vy dr 03 dv dr 

y soient nuls, ces binômes differentiels seront encore nuls, a une autre 

époque quelconque, à l'endroit de l'espace où se trouverait à cette époque 

la particule, supposée animée constamment des seules vitesses transla- 

loires u, v, 4. 


Il suffit, pour établir ce théorème, d'observer que la densité > étant 
constante par hypothèse, et l'expression X dx + Y dy + Zd: se trou- 
vant, par hypothèse, aussi différentielle exacte, les équations (1) 
exigent que les accélérations w, v’, w’ soient les trois dérivées par- 
tielles en x, y, s d’une même fonction et satisfassent aux conditions 
d’intégrabilité 

dv" Ow" Ou" du! du’ dr’ 


(4) Os dy ~" Oe Os *  d Oe 


Remplacons w’, v’, w’ par leurs expressions (2); calculons seule- 
ment le premier de ces binômes (4), les autres s’en déduiront par 
permutation. On a 


Ov __ (5; a R 0 d \ (ov du dv de dv du de 
03 \de Oe oy 03 Os dx ds dy + 0s 05 


0 0 0 ) (5) Ou dv dr dw aw dw 


du” 0 
rel) 


_ ee ee . - se —————  —————— rr a a a ee Gone = een 


(1) Bousstnesg, ÆÉssai sur la theorie des eaux courantes. 
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d'où 
dé _ du! _ 5 (E) (28 _ de , de (Je _ gw) 
Os Oy ii) 03 Oy +R oy 
ow dv Ow u ee eS (Se ge ov 
+ AUX sr) dy da) ox * \0: je 


en designant la derivee complete prise par rapport au temps en suivant 


la particule, c’est-à-dire 2 + u + gf tal ar d your abre- 
P at tog tT Poy to Par Ge) I 





ger. On tire de la 
a (& ow = (Se (GE RER 
5 ii) ee) = Oy Ox) dx ds Ox) dx dx\dz i) 
” _ (de 2e „ Oe) (8: de) 
(on + dy d3/\ds dy 

On obtiendrait deux équations pareilles 4 celle-la en partant des 
autres binömes (3). Supposons que de ces trois expressions (3), la 
première, par exemple, soit celle qui acquiert à partir de l’époque 


t= 1, les valeurs absolues les plus grandes; K désignant une quantité 
finie à chaque instant, la relation (5) donnera 


d {dv ow ov aw 
a — oy) rl: — 


En intégrant, à partir de ¢ = ¢,, on obtient 


vf 


du _ due (ae _ aw) Je" 
ds dy \ds dy ‘ 
où (5: — 5) représente la valeur initiale du binôme. 

3 dy» 

Comme l’exponentielle du second membre a une valeur finie, ce 
second membre est nul, et l’on a bien à toute époque, aux endroits 
où se trouverait successivement la particule supposée animée des 
seules vitesses moyennes locales u, v, w, | 


(6) Ov ow __ Ow _du _ du m __ 
ds dy oz 03 ” Oy dx 


Remarquons que, si, à l’époque 2 = ¢,, les binömes (3) étaient seu- 
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lement tres petits, ils le seraient encore, d'après la démonstration 
précédente, au bout d’un temps fini ¢ — #,. 

C’est ce qui arrivera pour toute la masse fluide dans les écoule- 
ments par les orifices. Les molécules, un peu avant d'arriver à lori- 
tice, ne seront animées que de vitesses dont les composantes u, # sont 
tres petites et dont la troisième sv, normale au plan de l’orifice, est à 
peu près constante. Les relations (6) étant vérifiées, à ee moment, 
tout autour de chacune d’elles, ne cesseront donc pas de l'être durant 
le petit instant que ces molécules emploieront pour se rendre à l’ori- 
fice ou même à la section contractée. 

Ces relations (6) expriment que u, ¢, «sont les dérivées partielles 
d'une même fonction ®, et l’on peut poser 


La condition d’incompressibilité mu 8 4% _ 6 devient 
Oc ay Os 


3 eo FD  d® _ 
(8) de * Oy? da 


Si l’on porte également les valeurs (7) dans les équations (1), celles- 
ci, respectivement multipliées par dx, dy, ds, ajoutées et intégrées, 
donnent 


pt ce) 2e" ve" > pie 


C désignant une simple fonction de ¢, F la fonction des forces telles 
que 


(10) X dr + Y dy + Zd: = dF. 


Telles sont les équations que nous utiliserons. Dans le plan, elles 
deviennent 


oo OP 
8) _ = 
(8) Or? F oy? 0, 


! P 1 0® 2 od" OD . 
(9) artless, +(%) [+ Qe =F+e 
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avec 
(10) X dr + Y dy — dF. 
® s'appelle le potentiel des vitesses. 


Pour le mouvement permanent d’un fluide incompressible, dans le 
cas où n’agit aucune force extérieure, on aura les équations 


ne 00, 
Er T dys” 


ee: [+ | 


où C désigne une constante et où la densité du fluide est supposée 
égale à 1. 


(11) 


IT. 


Considérons le cas où nous avons un jet liquide qui confine à un 
espace où règne une pression p,. La surface terminale du jet doit être 
formée de lignes de courant, car la vitesse normale y est nulle et être 
en même temps surface de niveau, car la pression y est constante. La 
seconde des équations (11) montre que la vitesse doit y être partout la 


même : nous supposerons que la valeur de cette vitesse est 1. 

L’équation — + En — o est satisfaite par la partie réelle comme 
par la partie imaginaire d’une fonction de la quantité complexe x + ty. 

Posons 3 —x+1y et représentons-nous une fonction analytique 
de 3, que nous appellerons Z. Rappelons quelques propriétés bien 
connues d’une pareille fonction. 

En remplaçant, chaque fois que l’occasion s’en présente, 2? par —1, 
on arrive à mettre Z sous la forme X + 2 Y, où X et Y sont des fonctions 
réelles de x et y. 

D'après la définition de Z, ona 


d’où 
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ce qui veut dire 
OX OY eX  .0Y 


‘5x da dy ri’ 
d'où 


(1) 





OX OY et oY OX. 
gx OY Ox dy 


On peut prendre ces deux équations comme définition, et l’on en 
déduira que Z est une fonction de s. 
On tire de ces équations 


OX OX _ | aY OY 
de Top” de on — 





et aussi 

OX OY OX OY 

—— -— + -— — =0, 

Ox dt oy dy 
qui exprime que les lignes X = const. et les lignes Y = const. se 
coupent a angle droit. 

On trouvera un mouvement possible de fluide dans le plan quand on 
prendra pour Z une expression convenable de 3 et le potentiel de vi- 
tesse 9 égal à l’une des deux quantités X ou Y. L’autre de ces quan- 
tités a aussi une signification simple; si on l’appelle 4, 4 = const. 
représente les lignes de courant. 

Nous donnons quelques exemples simples : 


Premier exemple. — Posons Z = Ls ou 5s =e’. Si l’on fait r — rcos0, 
y=rsind, ona 


r(cos9 + ésin§) = e*(cosY¥Y + ¢sinY) d’où X=Lr, Y=9. 


Nous aurons donc, ou 
Q — Lr et d — 9 


ou 
o — 9 et V=Lr. 


Dans le premier cas les lignes de courant sont des rayons issus de 
l’origine s=o, et les lignes 9 des cercles concentriques, décrits de 
l’origine comme centre. Dans le second cas, c’est l’inverse. Dans les 
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. I . a 
deux cas, la vitesse est -- Deux lignes de courant peuvent être chan- 


gées en parois solides, sans que le mouvement subisse de modifica- 
tion; les formules subsistent donc encore, lorsque deux des rayons 
ou deux des cercles sont des parois solides. 

Ci 


Deuxième exemple. — Posons Z = L~—', où c, et c, sont deux 
Pp 2, ‘ 2 


= 7 Ce 


constantes complexes 


C; == a; + th,, CZ Aa + thy. 


Soient 
d—&= Tr; COS, L'— A = la COS D, 
= b, =r; sin 9. yr b,= l'e sin 9, 
on aura 
. r 
X=L-—, Y= 9,—%. 
la 


Prenons ¢ = X, = Y; comme le montre la Géométrie élémentaire, 
les lignes de courant sont des arcs de cercles qui se coupent aux points 
s=c,ets=c,. De l’un de ces points sort le fluide, il se perd dans 
l'autre. 

Les lignes + sont des cercles : ils ont pour diamètre la distance de 
deux points qui divisent harmoniquement l’intervalle de s =c,a5=c,. 
Deux lignes de courant, par exemple les deux parties d'une circon- 
férence divisée par ces deux points, peuvent être des parois solides. 
Sip=X,9=/Y, c'est l'inverse. 


Troisième exemple. — Si Von pose Z = arcsins ou s —sinZ,on a 








Y ~¥ Y _Y 
. «= eY+e eY—e 
«= sind — ; „= cosX —? 
d'où 
Tr? 3 4 x? + sy? 1 
m — ——— TI — — —— = 1. 
sin?X  cos’X ? (e!+ ET?  (eï-— e—¥)? 


Les équations X = const., Y= const. représentent deux systèmes 
d’hyperboles et d’ellipses homofocales dont les foyers ont pour coor- 
données x =t+1,y=0. 
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THÉORÈME. — St Z est une function de 3, inversement 3 est une fonction 
de Z. 


Par hypothèse les relations (1) ont lieu; il s’agit de montrer que x 
et y considérées comme fonctions de X et de Y satisfont à des relations 
toutes pareilles. 


Posons 
oY \? OX \? VY \? 
„la rl) (Gr) 
_ ox \: aX ox} dY\?_ @X d¥ OX dY 
"IE 


expressions qui s’equivalent en vertu des relations (1). Par la resolu- 
tion des équations identiques 


_ dx 0X ox OY ow Or OX , dx AY 
“OX dr * OY Ox’ — 0X dy OY dr 
_ dy 9X dv OY |__ dy OX ay OY 
= OX dx * OY dz’ “OX Oy * OY Oy’ 
on obtient 
ar 1 OX Ox 1 OX dy _ 1 OY Ov _ 1 OY 


OX M0” OY M? dy 


— ? 


OX Mi dx’  0Y Mo 
et de la, par la considération des équations (1), 


Ox _ oy Or oy c En 
IX = oY? OY == ——; . Q. F. . 


On montre aussi facilement que si Z et Z sont deux fonctions de 3, 
au sens donné plus haut, il en est de même du produit ZZ’. 
Formons la derivee 


(5 i) a ax OY° d 
d7., dX+tdY _ Ir oy ti) ? À 


ds dr+idy — | dx + idy — Or "9 











d'après les relations (1). Elle est donc indépendante de dx et de dy et 
fonction seulement de x et de y. C’est une fonction de s, comme on le 
voiten différentiant partiellement les équations (1). 
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THÉORÈME. — St dans une portion finie du plan xy, L est une fonction 
uniforme et continue de 3, c'est-à-dire si X et Y sont des fonctions uni- 


formes, continues de x el y qui satisfont aux équations (1), TJ. est aussi 


une fonction uniforme et continue de : dans le méme domaine. 
C’est ce qui résulte de la relation bien connue 


N I 


"aim 3s—ec 


ds, 





‘ce 


l’integration s’etendant le long des lignes qui limitent le domaine de z 
et dans le sens positif. 


Rappelons encore quelques propriétés de la représentation conforme 
d’un plan sur un plan. 

Considérons x et y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point d’un plan, X, Y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point dans un autre plan. Dans les domaines qui se correspondent 
l’un à l’autre de set de Z, si Z est une fonction uniforme et continue 
de s, 3 sera aussi, d apres un théorème précédent, une fonction uni- 


bd 8 , I) ds . 
forme et continue de Z, et, d'après un autre théorème, =; sera aussi 


. .  dZ 
une fonction uniforme et continue de Z et de z. Par suite, aucune 
des deux dérivées ne sera infinie et ainsi aucune d'elles ne sera nulle. 


Posons 7; = M(cos0 + :sin0); M, module de la dérivée considérée, 


est la grandeur positive déterminée par les équations (2). M et 0 sont 


des fonctions de x et de y seulement, car a ne dépend pas de dz et de 


dy. L’équation posée s’écrit 

dX + id¥ = M(cos@ + ısind)(dır + tay), 
c'est-à-dire | 
| dX = M(cos 9dr — sin 6 dy), 


3 
(3) | dY = M(sin 0 dr + cosddy). 


Supposons que le plan Z et le plan s coincident avec un plan matériel, 
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Si Z est une fonction linéaire entière de 5, Z et 3 sont sans restric- 
tion fonctions uniformes et continues l’une de l’autre. 

Si l’on prend pour Z la fonction non entière (4) de 3, Z et s sont 
encore des fonctions uniformes l’une de l’autre, mais elles ne sont pas 
partout continues. Soit 


(4) = abs d'où s=— a yh 
ytds 3—07 


où x, 8, y, à représentent des constantes complexes; si y + 63 —0, 
Z et, si 8 — 6Z=0, 3 sont infinis et discontinus. Décrivons autour 
du point y + ¢s = o une ligne infiniment petite, fermée : limitons le 
domaine de 3 par cette ligne et par une ligne infiniment grande. Le 
domaine de Z sera limité par une ligne infiniment petite et une ligne 
infiniment grande fermées, dont la petite correspond à la grande ligne 
limite du domaine de 3, et inversement. Dans les régions ainsi déli- 
mitées, Z et 3 seront fonctions uniformes et continues l’une de l'autre 
et nous pourrons appliquer les théorèmes précédemment établis dans 
cette hypothèse. 


TuéoRÈME. — A un cercle dans le plan 3 correspond un cercle dans le 
plan Z. 


Designons la quantité imaginaire conjuguée d'une grandeur par la 
mème lettre affectée de l'indice zéro ; ainsi 


A = a + 6b, A,=a—uib. 
L'équation de tout cercle peut s'écrire 
(5) 330 + As + A05 + B — 0, 


A étant une quantité complexe et B étant réel. Cette équation équi- 


vaut, en effet, à 
r+ y*+aaxz —aby+B=o. 


En substituant dans (5) à 3 et 3, leurs valeurs (4) en fonction de Z 


et Z,, il vient 
21, + A'Z + AY Lo+B', 


B’ étant réel; ce sera donc encore l'équation d’un cercle. 
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petites parties. Si le point B va à l'infini, les cercles menés par A se- 
ront des droites. Nous appellerons croissant (eine Sichel) une surface 
qui est limitée par deux arcs de cercle, et la surface dans laquelle se 
transforme un croissant, quand l’un des sommets va à l'infini, un 
secteur. Les équations (4) permettent de représenter un croissant du 
plan z sur un croissant de même angle du plan Z, de telle sorte qu'aux 
sommets de l’un a, b correspondent les deux sommets A, B de l'autre 
et en plus que deux points choisis convenablement sur les contours 
cet C se correspondent, en supposant que les points c et C sont choisis 
de telle sorte que les circuits autour des croissants, abca et ABCA, 
soient de même signe. Un cas spécial de cette représentation est la 
représentation d’un croissant sur un secteur de même angle. 


IV. 


Nous avons admis, dans le précédent paragraphe, que Z et 3 sont 
des fonctions uniformes l’une de l’autre dans tout le plan. Supposons 
maintenant que, entre ces deux variables, il existe une relation en 
vertu de laquelle Z et 3 soient des fonctions en général continues, mais 
non uniformes l’une de l’autre; seulement ces fonctions se comporte- 
ront, lorsque les deux domaines seront convenablement limités, 
comme des fonctions uniformes, c'est-à-dire que, à chaque point du 
domaine 3 correspondra un point du domaine de Z et réciproque- 
ment. 

Soit z, un point du plan 5. Si à ce point correspondent plusieurs 
valeurs de Z, choisissons l’une d’elles Z,. Faisons répondre aux points 
du voisinage de 3, les points du voisinage de Z,. A un domaine suffi- 
samment petit de 5, qui contient le point s,, correspondra un domaine 
de Z, semblable dans ses plus petites parties, qui contient le point Z,, 
comme si nous avions affaire à des fonctions uniformes dans tout le 
plan. Le rapport des dimensions infiniment petites correspondantes 


’ . ’ . R di “yy . . 
est, en général, déterminé par le module de —-- Elargissons mainte- 
nant graduellement les bornes des deux domaines en évitant les points 


où = est nul ou infini. Si le domaine de 3 ne renferme aucun point 
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correspondants autour des surfaces dont on parle soient de même 
signe. En outre de (1), posons 





__ si — Cy __ Z'— an 
(2) t= hI. et LK 


Par la les deux secteurs qui doivent de nouveau représenter les do- 
maines de 3 et de Z deviendront deux croissants d’angles « ct A dans 
le plan de’ et dans celui de Z’; leurs sommets seront les points s'=c,, 
s’=¢,, L'= C,, Z'=C,. Les constantes complexes 4 et K peuvent être 
déterminées de sorte que deux points correspondants convenables de 
l'enveloppe des secteurs répondent à deux points convenablement 
choisis sur l’enveloppe des croissants. Si l'on élimine 3 et Z entre les 


- 


équations (1) et (2) et si l'on pose N = KR, on obtient 





kr 
A 
.Z'—C, = (3 a 
(9) = (Fea) 


équation par laquelle les croissants sont représentés l’un sur l’autre 
de telle sorte que les sommets se correspondent ainsi que les points 
qui ont été convenablement choisis sur leurs contours. Aux sommets, 


al! . . . 
zz est nul ou infini, suivant que l’on a A > x ou A < a. 


3° Nous allons montrer maintenant comment deux croissants 
d’angles différents peuvent être représentés l’un sur l’autre de telle 
sorte que, à trois points convenables du contour de l’un correspondent 
trois points convenables du contour de l’autre. Nous supposerons que 
le croissant dans le plan Z’, auquel se rapporte l'équation (3), est un 
cercle entier, de telle sorte que A-— x. Par suite, deux points de la 
circonférence peuvent être envisagés comme des sommets. En suppri- 
mant, d’ailleurs, les accents de 2’ et de Z’, la relation (3) peut s’ecrire 


(4) Nee = (Fo) | 


Si l’on détermine les constantes N, C,, C, dans cette équation de 
telle sorte que trois points convenables du contour du croissant dans 
le plan z correspondent à trois points choisis dans le plan Z, ce crois- 
sant sera représenté sur la surface du cercle dont la circonférence 
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passe par ces trois points. Prenons maintenant une troisième va- 
riable 3’, et imaginons dans le plan 3° un croissant dont les sommets 
sont les points = c,, 3=c, et dont l’angle est x’; nous poserons 


- „n—Ü 3'—c! 

et nous déterminerons les constantes N’, Ci, C,, de sorte que trois 
points convenables du contour de ce croissant correspondent à ces 
points du plan Z, qui ont été amenés par la considération du premier 
croissant dans le plan s. Les deux croissants sont donc ainsi repré- 
sentés sur le même cercle l’un sur l’autre et de telle sorte que trois 
points pris arbitrairement sur le contour de l’un répondent à trois 
points pris sur le contour de l’autre. L’équation entre 3 et 3’, qui permet 
cette transformation, s'obtient en éliminant Z entre (4)et(5): une 
des quantités 


= re. 
©) (a) (=e) 
sera une fraction du premier degré de l’autre; les trois constantes qui 
entrent dans cette fraction seront déterminées par les trois couples de 
points qui doivent se correspondre. 
4° Nous aurons à utiliser le cas où l’un des deux croissants se trans- 


forme en une bande limitée par deux droites parallèles : nous allons 
examiner. Nous supposerons que 








— C;= Ca = M(COSy + isiny); 


m représente donc la demi-distance des sommets du croissant imaginé 





dans le plan 3, y l'angle que forme la ligne qui joint les sommets avec 
l'axe des x. Soient de plus 24 et 2» les grandeurs des angles qui 
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limitent le croissant, en unités trigonométriques, de telle sorte que 
y—u=a; enfin soit b la fleche du croissant (ig. 1), c’est-à-dire la 
distance des points de rencontre de son contour avec la ligne des 
centres des cercles dont une partie limite le croissant. On a, par les 
considérations de simple géométrie, 


- __ v u 
(7) = m|tang 3 — lang — . 


Le croissant se transforme en une bande de l’espèce indiquée, si l’on 
prend mm infiniment grand, v et u et par suite a infiniment petits; la 
flèche ou largeur de la bande sera, d’après la relation (7), 





et y est l’angle que fait la direction longitudinale de la bande avec 


l’axe des x. Designons encore la commune valeur infiniment grande 
T 


3—C 
de — c, etc, parc. Nous obtenons pour ( 
Ca 





a 
) » dont l’expression ne 


pa 
Co 


diffère de la première, qui a été donnée dans (6), que par le facteur 


Tr 
constant (— 1)”, 


7 x bd 
2 — C, \* 5 \< aan \% 

= {1+ 2-)] [II —- —3). 
Ca — 5 Cc T aC 


Sia tend vers zéro et si ec reste constant, il vient, d’après la limite de 





x \P . . 
(1 + 2) >» pour p infini, 


T 
& 27%: Ts 
. s—c,\% — — (cos Y-isiny) 
(8) im (2 ) es —er "1 " 





La seconde expression (6) sera donc une fraction du premier degré de 


= (cos ¥ — ésiny) 
€ 


Tels sont les résultats que nous allons appliquer dans les para- 
graphes suivants. 
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V. 


Revenons à l'étude d’un liquide placé dans les conditions indiquées 
au commencement du § If. Nous supposerons que le potentiel de 
vitesse 9 ne dépend que des deux coordonnées x et y, et nous pose- 
rons s=xr+iy, w—9—+1%. Nous chercherons à déterminer w en 
fonction de s. Nous aurons à nous servir de ce.que Ÿ = constante est 
l'équation des lignes de courant. 

Pour la vitesse, nous pourrons en trouver une expression par les 
considérations suivantes. 


On a 
dw dp .dp de .de 
(1) d 0a ton = de ‘dy 
d’où 
dp .09» 
— +p 
(2) EE = oy 
de (+ 9) 
Ox (ay. 
Posons 
3 dz =—t=t oe 9 "sind 
(3) ja = $= + in =p(cos0 + isind), 


et considérons & et n comme les coordonnées rectangulaires d’un point 
dans un plan, que nous appellerons le plan ¢; l'axe des & sera paral- 
lele à l’axe des x, et l'axe des n à celui des y. En comparant les éga- 
lités (2) et (3),on a 


¢-- E+ in=p(cos9+ésin9) = 


(27) 


I 
(az) 


On voit que, lorsqu'on mène une droite du point © = o au point &, sa 


d’où 
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longueur, c’est-à-dire p, est l'inverse de la vitesse et sa direction est 
la direction du mouvement au point 3. 

Pour trouver le mouvement d'un fluide de l'espèce dont on parle, 
considérons 9 et Ÿ comme les coordonnées rectangulaires d'un point 
sur un plan, que nous appellerons le plan w; faisons sur les domaines 
de w et ¢ les hypothèses appropriées; cherchons la relation entre w 
et ¢ par laquelle ces deux domaines seront représentés l’un sur l’autre 
semblablement dans leurs plus petites parties, et déterminons 3 en 
fonction de sv et de ¢ à l’aide de la relation (3). Le domaine de s, qui 
correspond aux domaines de w et de ¢, détermine l’espace rempli du 
fluide en mouvement. 

Les limites de l’espace rempli du liquide considéré en mouvement, 
ou, comme nous dirons plutôt, les limites du domaine de 3, se com- 
posent de trois parties d'espèces différentes. Une partie est constituée 
par des lignes à travers lesquelles coule le liquide pour entrer ou 
pour sortir; une seconde, par les parois solides : pour celles-là on a 
+ = const.; la troisième, enfin, est formée par les surfaces le long des- 
quelles le liquide en mouvement est en contact avec le liquide au repos 
ou avec l’espace à la pression p,; nous les appellerons les surfaces 
libres; pour elles on a, à la fois, ) = const. et p — 1. 


VI. 


Comme domaine de w, prenons une bande dont Jes limites ont pour 
équations 
v = Vos D — — w, 
v = Yo + b, 0o— +0, 


où Ÿ, et b sont deux constantes déterminées. Comme domaine de & 
prenons un croissant dont une limite est formée par le cercle ¢ — r et 
pour lequel l'intérieur est où l’on ap >ı. D’après les considérations 
vues plus haut, nous pouvons établir une liaison entre w et ¢ telle que 
l'un de ces domaines soit représenté sur l’autre; cette liaison déter- 
mine w et ¢ comme fonctions uniformes l’une de l’autre à l’intérieur 
de ces domaines. D'ailleurs trois points du contour de l’un peuvent 
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correspondre a trois points arbitraires de l'autre. Nous supposerons 


que l'on a 
=, pour s=—x, 3 — 3; pour o=—+«. 


Nous prendrons le point 5, (ig. 2) sur le cercle ¢ —1, le point *, 
sur le second cercle qui sert de limite au domaine de 5. Sans deter- 


Xı 
5.0 
> 
Xp 
xy 
Xs 


ıniner le troisième couple de points correspondants et sans entrer plus 
avant dans la relation entre w et ©, on aperçoit déjà le caractère du 
domaine de s et du mouvement du fluide correspondant aux hvpo- 
thèses faites. 

De Fequation établie précédemment, oe = ?, on déduit 3 = /% dw. 
Il résulte d’abord de cette équation que le domaine de 3 s’etend à l’in- 
fini, car le domaine de w a cette propriété et ¢ ne s’evanouit nulle 
part. Soit, le point du plan 3 pour lequel ¢ = — x et z, le point pour 
lequel 5 = + x, de telle sorte que les points, et >, qui sont à l'infini 
répondent aux points 5, et 5,. Nous représenterons par £, etz, la gran- 
deur et la direction des droites menées du point 5 = o aux points €, 
et &,; la grandeur de >, est 1; en s, et dans l’éloignement primitif la 


Fis. 2. 





direction du mouvement est celle de p,, la vitesse est 3 en s, et dans 


i 
l'éloignement final, la direction du mouvement est celle de ¢,, la vi- 
tesse est 1. Partout le domaine de 3 est une représentation conforme de 


celui de w où toutes les longueurs sont augmentées dans le rapport 


Pres de z,, b est donc la largeur du courant; près de 3, cette largeur 
est ¢,b. Pres de 3, les limites du domaine doivent être des parois so- 
lides, pres de s, des surfaces libres. 

Les surfaces libres correspondent à la partie du domaine de li- 
mitée par le cercle 5 =1. Soient ¢, et, les sommets du croissant qui 
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représente le domaine €, 5, et 5, les points correspondants dans le 
domaine z; chacun de ces deux points représente la fin d'une paroi 
solide et le commencement d’une surface libre. La fig. 2 représente 
les domaines de w, ¢ et s, dont on parle. Les lignes fortes corres- 
pondent aux parois solides, les lignes faibles aux surfaces libres; ces 
dernières, dans le domaine 3, donnent la figure du jet qui sort du ré- 
servoir, figure qui est déterminée par les premières. 

Avant de passer à des exemples, traitons un autre cas, qui nous 
conduira au problème résolu par Helmholtz. 

Limitons le domaine de # par les lignes 


Y=, G==— a, 
Y= b+ 4, P= Te, 


comme précédemment. Nous prendrons, par exemple, 


Quant au domaine de &, limitons-le : 1° par un arc de cercle décrit du 
point 6 =o comme centre avec le rayon 1, de longueur « et pour les 
extrémités duquel ¢ prend les valeurs €, et ¢,; 2° par les prolonge- 
ments des rayons menés à ces points; 3° par un cercle concentrique 
au premier et de rayon infiniment grand. 

Représentons ce domaine de € sur un domaine de la variahle Z li- 
mité par un demi-cercle de rayon 1, les prolongements des rayons 
aboutissant aux extrémités de ce demi-cercle et par un cercle concen- 
trique infiniment grand. Cette représentation est obtenue (§ IV, 1°) 
par la formule 


(1) Z= Et. 


Les valeurs que Z prend pour ¢ =@, et 6 —&,, nous les appellerons 
Z, et Z,, de telle sorte que 
FR 
L= 55, Z, == 57. 
Il s’agit maintenant de représenter ce domaine Z sur la bande for- 
mant le domaine tv. Utilisons les résultats du § IV (3° et 4°). Nous 
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devons écrire qu’il existe entre les binômes (6) de ce paragraphe 
une relation linéaire, en remarquant que l’un de ces binômes 
est devenu, d'après la formule (8) du même paragraphe, une expo- 


. ’ Te . .. .. 
nentielle, et que l’exposant = du premier de ces binömes est 2 ici, 
puisque l’angle « du croissant, formé par le demi-cercle et son dia- 


« T . . . 
metre, est ri On obtient ainsi la formule 


Z—7;\?_  ,ew—C 
(2) (=) =K ao 


Eliminons Z entre ces formules (1) et (2), nous aurons 








rn T\? 

[rt — 63 ew —C 
(3) ui z ren 

ot — OF 


Telle est la formule qui permettra de représenter le domaine w sur le 
domaine €. 

Donnons-nous deux points des limites des domaines de & et de w 
comme se répondant. Soient €, et &, (fig. 3) les points des limites du 


Fig. 3 
xs 

Ww» 

me Ss t, 
w $a “4 Ss 

———— 

ws V2 “a 

domaine de ¢ répondant aux points 9 = — x, & = + o du domaine 


de w: nous prendrons ¢, à l'infini, €, sur le cercle de rayon 1. Les 
constantes K, C et C sont déterminées. La fig. 3 montre les domaines 
correspondants. Les parties du domaine de 3 pour lesquelles 9 = — & 
ou 2 == + + sont à l'infini; les parois solides sont droites dans toute 
leur étendue et ont les directions de p, ou p,; le jet a, à l'infini, la di- 
rection de p, et la largeur + de la bande w. 
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vn. 


ı° Considerons un exemple du cas que nous venons de traiter en 
dernier lieu. 

Prenons « = 27, (,=¢,=1, (,= —J, et pour w =o soit Ê —1 et 

Les domaines de w, € et z sont représentés dans la fig. 4. L’équa- 
tion (3) du paragraphe précédent renferme alors yL, et YL.. 


Fig. 4. 





Mais ces deux racines carrées ne sont pas égales, quoique ¢, et, 
le soient : elles sont de signes contraires, puisque l’une doit se changer 
en l’autre quand le point ¢ se déplace sur un chemin situé dans son 
domaine et allant de €, à €, ou inversement. De la, et des conditions 


pour 9——®, c=, 
» o=+ 0, E—— 1, 
» woo, C=], 


il vient, pour la relation indiquée, 


t—Vayier—i=o. 


ou 


L’equation aux carrés des racines de celle-là, qui donnera les valeurs 
de &, est 
G— aif(2e°*¥— 1) —1=0, 
d’où 
= i(a e~ ™_ 1+ 2e-"V/e-*— 1), 
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Le signe du radical est déterminé par ce fait que, si & = — x, Lest 
infini et non pas nul. 
5 = f C dw, 
0 


On aura 
ou | _—___ 
3 — ie" + ww — 1 + eh fem — 1 — L(e- + le“ — 1), 


où le logarithme s’evanouit pour w = o. 
Discussion. — Sip =o eto <0, 0n a 


wo, yo—let?+ 9 —1 +e ee?—1—L(e-# 4 Ve), 


équations qui représentent O y”. 
Si o a une valeur constante infiniment grande, négative, et si J 
croît de oaz, ona 


, 3 
z—=— 2e—*?sinay +2, J——12e"#cos2Y —29+ - + Lo. 


Si ÿ — 


22T, y=-l[e*#+ D—i1+e 7e? — 1 — L(e-? + Ve-?? — 1)|. 


r, 9 € 0, on trouve 





Ces équations représentent la seconde paroi solide, qui se trouve 
ainsi être à la distance 27 de la première. La largeur du jet est d’ail- 
leurs égale à r à l'infini : la contraction est donc - = 


On en déduirait également les surfaces libres (roi [T° Partie, § VIT). 

Ce cas d’un jet fluide est le premier qui ait été traité mathéma- 
tiquement par Helmholtz (Monatsberichte der Berliner Akademie, 
April 1868). 

Si l’on donne, sans apporter de changement aux hypothèses faites, 
au point ¢, une autre position que celle qui lui est donnée dans la 
fig. 4 surle cercle 2 =1, on obtient les limites du domaine z qui sont 
représentées sur la fig. 5. Ces limites se coupent : un mouvement 
correspondant du fluide est impossible, à moins de réflexion sur les 
parois. 

2° Prenons un exemple du premier cas. Des deux cercles qui limi- 
tent le domaine de Z, supposons que l’un, celui pour lequel 9 = 1 soit 
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un demi-cercle, que l’autre ait un rayon infiniment grand : le point &, 
divisera en deux parties égales le demi-cercle, et le point €, sera à 


l'infini sur la ligne [,L.. 
Fig. 5. 


La fig. 6 représente, dans ce cas, les domaines w, € et 3; sur cette 
figure sont donnés les axes Ë, n, x, y, 9, à. 


Fig. 6. 





5; 


Si nous prenons comme limite de la bande qui représente le do- 
maine w, les lignes Ÿ = o et ) — x, nous avons à poser, avant tout, 
d'après le paragraphe précédent, 


C—1\? Le”—C 
” CR) =e 
C'est l'équation (3) du précédent paragraphe, pour « = x. On a pour 
déterminer les trois constantes C, C’ et K, d’après les hypothèses 
déjà faites, 
pour&=— io, ®—— (d,correspondainsiäw,), 
pour Ê—— 4, ® — + 00 (&, correspond ainsi à 2). 


Nous y ajouterons la troisième condition 
pour ¢=1, w=o (¢, correspond ainsi à o ou «,). 


On aura donc 
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gS—ı\? _1—e" 
GS) +e 


— 26e “+1—O, 


d'où 





De là on tire 
d'où 
(2) Ctin=r=e "+ Ve-™— 1. 


Le signe du radical est déterminé pour une valeur quelconque de 
4, par l'hypothèse que ¢ sera infini pour 9 = — x. 
On aura 


3 = f(e-v+ Ve?" — 1) dw, 


où la limite inférieure de l'intégrale peut être choisie arbitrairement 
el peut être prise égale à zéro; le point s =o répond alors au point 
&—=1;il est d’ailleurs aussi désigné par s,. En intégrant, on a 
(3) s=ı-er— let — 1 + arctang pe" — 1, 
où l’arctang s’annule pour # = o. On peut écrire cette équation 
. . 0 TI 
s=.r+iy=ı— e?(cosb —isind) — ye’?(cosap — isina') —ı 
+ arctangye’?(cos2b — isin2d)— 1. 
Premier cas. — Quand ) = o et que ¢ varie entre o et — x, ona 
rmi—e-*¥— Ve? — t+ arctang/e-??— 1, 
y= oO, 


où le radical doit être pris positivement, l’arctang étant dans le pre- 
mier quadrant. Ces équations représentent la partie négative de l'axe 
des wr; c’est une paroi solide. Pour 9 = — x, 4 — 0, on a 


Te 
L'TLI—- 92e TT + 2’ yo. 
Supposons que > ayant une valeur tres grande, negative, Ÿ croisse 
deoar,ona 


T. 
TT I— 2€7? COSY + =) y=2e-?sind, 
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d 


en utilisant cette propriété que [ a ne change pas de valeur 
0 


quand le point w se meut sur une ligne tout entière à l'infini. Ces 
équations représentent un demi-cercle dont le centre a pour abscisse 


Tr , 
1 + _ et pour ordonnée o. 


Deuxième cas. — Pour ) = x, 9 compris entre o et —+, on a, en 
prenant la seconde détermination de l'intégrale, 


z=ı1+e?+ ye’?—ı+7r— arctangye’r— ı, 
y=®». 


Ces équations représentent la partie de l’axe des x entre le point 
L=2+7 etx =x; c'est aussi une paroi solide. Pur)=r, 9 =o 





. dé . ; . 
et aussi pour } = 0, 9 = 0, > est infini; # = 0 et w= 7m sont les 


“euls points dans les limites du domaine de w pour lesquels cela se 
produise:le pointz = 2 + 7, y = o est celui qui est représenté par 3,. 


Troisième cas. — Quand ) = + et que & est positif, le radical Ve-??— 1 
devient imaginaire; les valeurs de x et de y changent notablement 
lorsque 9 passe par zéro. 


On a 
Lite, 


arclangiu = - 
era 5 2 IT— Ut 
d’où 
ZIEHT, 
yYı-e® — - pitVvin en, 
2  j—4/1— e7?? 
C'est une limite libre du jet; en particulier, pour }) = = eto = + x, 
ona 
T—I+R yrui—bLla—g. 


Si Pon donne à > une valeur constante, tres grande, positive, et si Ÿ 
décroit de x à o, on trouve 


z=ı+4 yzı-L2-o. 


Ces équations représentent une parallele à l'axe des x, de longueur = 


S. 124 C. SAUTREAUX. 


pour y = — x; à travers cette ligne, le fluide coule avec la vitesse 1, 
dans la direction des y négatifs. Pour 9 = +, ) =o, ona 


LI, y=ı-L2-—o. 
Quatrième cas. — Si =oet?>o,ona 


zw i—e?%, 


1, 1+yVY1—e-? 
= — TP — - |, —_*~—_ . 
yzyı-e ‚L —— 


1— 1 — et? 





La ligne ainsi représentée est la seconde limite libre du jet. En éli- 
minant 9, on trouve 


peo ty I+ Var rt 
Ze ae at 

Faisons une remarque qui s appliquera au cas général correspon- 
dant à la fig. 2. 

Aux points 3, et z,, les lignes de courant qui passent par ces points 
ont des tangentes déterminées : ce sont les parallèles aux lignes p, et 
>, du plan €. Mais 5, et s, sont des points singuliers et certainement 
les seuls que ces lignes de courant possèdent, comme cela résulte de 
ce que partout la tangente cst parallèle à la ligne p, en supposant, 
comme dans fa figure, qu’on ne puisse mener aucune tangente du 
point ¢, à l'arc 6, ¢, Gi. 

Cherchons les rayons de courbure en 5, et en 5,. 

Soit dl un élément d'une ligne de courant et do l'accroissement 


que subit sur elle le potentiel de vitesse, comme ; est la vitesse, on a 


do _ 1 _ 
dd D ou dl = p dy. 
Si 9 est l'angle défini au § V, on a pour le rayon de courbure l’ex- 
. od 
pression DA Comme on est sur une ligne de courant, Ÿ = const. et 
l'on peut prendre dw à la place de dg, il vient 


dw 
P 75° 
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Introduisons d¢ à la place de d@. On a 


C= pel, 
d’où 
Lé = Lo + 16, 
d’où 
EL sag, 
sp 


Si, comme nous l’avons supposé, d/ appartient à la surface libre 
du jet, p =1, d'où 


y 


do =o et dj=— iF, 
ce qui donne, pour le rayon de courbure, 


dw 
ı da 


Si le point z vient en 3, ou en z,, le point ¢ s'approche indéfiniment 


du point ?, ou du point ¢,, de telle sorte que Fe devient infiniment 


petit, en supposant que l'angle au sommet du croissant qui représente 
le domaine ¢ soit inférieur à x, puisque les parties correspondantes 
des domaines de ¢ ou w, pour lesquelles ¢ diffère infiniment peu 
de €, ou de &,, doivent être considérées comme parties de secteurs qui 
sont représentées l’une sur l’autre par la relation qui existe entre ¢ 
etw. Il suit de là que les rayons de courbure considérés sont infini- 
ment petits. 

Si dl appartient à une paroi solide, on n'a pas do = o. Par la diffe- 
rentiation de l'équation entre p et 0 qui représente le deuxième 
cercle qui limite le domaine de ¢, on obtient une relation entre dz 
et dd, de laquelle on tirera dû en fonction de d£&, à moins que le 
deuxième cercle ne devienne une droite, dans lequel cas son équation 
est 0 — const., d'où dû = o. En général, on obtient ainsi, ici aussi, une 


. . . dw 
expression pour le rayon de courbure qui contient — en facteur et 


qui, par suite, s évanouit quand le point z vient en z, ou en z,. Dans le 
cas exceptionnel indiqué cependant le rayon de courbure est infini et 
passe de l'infini à zéro quand le point s arrive en z, ou en 3,. 
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VIT. 


M. Kirchhoff donne encore les exemples suivants : 
1° Supposons le domaine de w limité par les lignes 








Le domaine qui se déduit du précédent, quand on ne compte pas 


la ligne Ÿ = 0, 9 > o comme appartenant aux limites, 
sur un cercle dans le plan Z par la relation 





1+7 
I er 7 
(1) 1—Z’ 
et de telle sorte que : 
pour 9 -=— 0, ona 1=-—1, 
» p — + %, D Z=+1, 
» win, » ZL = i. 
2 


est représenté 


Le rayon du cercle est par suite 1, son centre est le point Z = o, et 
répond au point w = o. Sif = 0, 9 >0, Z est réel et plus petit que 1; 
à la ligne Y=0, 9 > 0 répond le rayon qui va du point Z=o au 
point Z=-+1. Par l'équation (1) le domaine de w considéré sera 
done représenté sur un domaine de Z, qui est limité par le cercle 
indiqué et par les deux côtés du rayon indiqué. Ce domaine, à son 
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tour, sera représenté par la relation 
(2) = 
sur un demi-cercle de rayon 1 dans le plan Z’, c’est-à-dire sur un crois- 


T , oe 
sant d'angle = et pour les sommets duquel on aura Z’= = 1. En éli- 


 minant Z entre (1) et (2), on a la formule 


t+? 
(3) = eA? 


qui représente sur ce demi-cercle le domaine w. Et ce domaine w 
pourra, par suile, étre représenté sur tout autre croissant, et de telle 
sorte que trois points de son contour répondent à trois points de l’autre 
contour. 

Comme limites du domaine de ¢ nous prendrons ce demi-cercle de 
rayon ı etun cercle de rayon infini et nous supposerons que si ¢,, 
Go» G3 sont trois points du demi-cercle, 


pour =—-%, ona €=4%, 
» V<o, 9=r%, » CE, 
» V>o, s=+x, » 723. 


Le caractere du domaine de zs se laisse determiner facilement d’une 
manière générale. La fig. 8 montre les domaines de sr, € et s. 


Fig. 8. 


TE A > 


1 ———_____.. 1 2 


De l’infini vient un jet, qui y a la largeur 7, la vitesse 1 et la direc- 
tion »,; vers l'infini se dirigent deux courants qui y ont la largeur ii ‚la 


vitesse 1, les directions 5, et 9,. La paroi solide est située tout entiète 
à distance finie, elle est droite; sur elle est un point répondant à æ = u 
où la vitesse est nulle et une ligne de courant s’y divise en deux. 
2° Etudions plus complètement un cas particulier de ce qui précède. 
Supposons les limites du domaine { comme dans la fig. 8. Suppo- 
Ann.de l’Ec. Normale. 3* Serie. Tome X. 5.17 


S. 128 C. SAUTREAUX, 


sons que le domaine de w soit le plan indéfini limité par les deux 
côtés de la ligne Ÿ = 0, > > 0. Soit de plus 


pour w=, = — 1, 


» WI, Er. 


La dernière condition peut être remplie, car le point æ — 1 est deux 
fois sur la limite du domaine w, et par suite doit correspondre à deux 
points sur la limite du domaine ¢. 

La relation entre w et ¢, par laquelle les domaines des deux va- 
riables sont représentés l’un sur l’autre, conformément à ces hypo- 
thèses, se trouve de la façon suivante. Le domaine w sera représenté 
sur la moitié du plan des Z par 


(4) wı 22, 
de sorte que : 
pour = x on à Z=+x 
» Wool » “Aza. 


Ce domaine de Z est un cercle de rayon infiniment grand; le crois- 
sant, que le domaine de ¢ forme, sera représenté sur celui-ci par 


: 1—f\? 1--Z 
(9) (=) = ıı7 
s . L - 4 


de telle sorte que : 


pour £ = — i ona 1=x, 
» Emm-Hı » L=+1, 
 {=-1ı » 2-1. 





(6) (=) =. 


On en déduit 
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Le signe du second radical est déterminé par l'hypothèse que 

¢ =—Jalieu pour w=», celui du premier par la condition que pour 

æ =o € doit être infini et non pas nul, car dans le domaine de ¢ il 

n'y a aucune valeur de € dont le module soit inférieur à 1. Supposons 
encore que z et w s’evanouissent en même temps; de (8) on tire 


I . — 
(9) s=aVw+w/ „+ aresinym. 


où l’arc sinus est nul pour # = o. Pour la paroi solide, ysv est réel et 
varie de — 1 à +1; pour la paroi on a également y = o et x compris 


T Tr 
entre — 2 - „et2+ 
La fig. 9 représente, pour le cas présent, les domaines de w, ¢ et =. 


Fig. 9. 


5 





Un courant de largeur infinie, qui à l'infini ala vitesse 1 et la di- 
rection Oy’, rencontre une paroi de largeur 4 +7, qui est perpendi- 
culaire à l’axe des y; sur les limites libres qui partent des limites de 
la paroi, ce courant touche un liquide au repos. 


IX. 


Considérons la pression que supporte la paroi solide placée dans le 
liquide que l’on vient d'étudier. La pression p en un point quelconque 
du fluide en mouvement est donnée par l’équation 


_ 1[/do\t do! 

) p=C~ 1 (55) + (5) | 
ou 

I 

a 


Dans le liquide au repos, p est une constante qui peut se representer 
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par Cy. Aux limites libres des liquides au repos et en mouvement la 
pression est sur les deux côtés la même et ¢ = 1, donc 


EC, = C — + 


d’où 
1 / IN 
‘ Auer) 


Soit d/ un élément d'une paroi qui, d’un côté, est en contact avec le 
liquide en mouvement et, de l’autre, avec le liquide au repos. L’excès 
de la pression qui s’exerce du premier côté sur celle qui s'exerce sur 
le second, ou, comme nous dirons pour abréger, la pression que l’é- 
lément d/ supporte, est 


Pour déterminer à l'aide de cette expression la pression que supporte 
une partie finie de la paroi, il est ben d'introduire «: comme variable 
d'intégration. Or d/ = oda, ou comme, pour la paroi, Ÿ est constant, 
dl = ¢ dw; dz et dw comme dl! doivent être pris positifs. La pression 
que supporte l’elöment dl est donc 


2 (e — - dw. 
2 p 


Supposons la paroi droite et parallèle à l'axe des x. Alors € est réelle 
et l'on a 

p — 2 
où le signe est déterminé par la condition que ¢ est positif. La pression 
que supporte la paroi totale est donc 


foils) aw 


où l'intégration doit être étenduc à la paroi et le signe est à choisir de 
telle sorte que tous les éléments de l'intégrale soient positifs. 
Dans le cas de la fig. 9, on a de plus 
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or le long de la paroi w varie de — 1 à +1; la pression que la paroi 
supporte est donc, dans ce cas, égale à x. 


x. 


Debarrassons-nous enfin de quelques hypotheses que nous avons 
faites dans ce qui précède pour abréger les formules. 
Si l’on écrit dans l’équation entre 3 et w qui représente un mouve- 


° ea ° , Vv bd a 
ment de fluide de la manière envisagée, — au lieu de w, où z est une 


constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement 
dans lequel les lignes de courant sont les anciennes, la vitesse partout 
proportionnelle à n, la pression que supporte une paroi proportion- 
nelle à n?. 


e # e a [4 . Pr 1 4 & 
Si l’on écrit dans la même équation — et —, pour 5 et w, où m est 


une constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement 
dans lequel les lignes de courant sont semblables aux premières et où 
la vitesse aux points correspondants est la même. Les dimensions 
linéaires des lignes de courant sont proportionnelles à m; la pression 
que supporte une paroi est aussi proportionnelle à m. 

Si la densité du fluide n’est pas 1, comme nous l'avons supposé, 
mais égale à uw, la pression que supporte une paroi est proportion- 
nelle à p. 

Revenons maintenant à la considération d’un mouvement tel que 
celui de la fig. g, mais supposons que la longueur de la paroi so- 
lide soit /, la vitesse à la limite libre du liquide en mouvement ou à 
l'infini ¢, la densité du fluide x, la pression que supporte la paroi so- 
lide est alors 
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SECONDE PARTIE. 


I. 


Considérons un réservoir de forme cylindrique; supposons-le infini 
dans le sens des génératrices; enlevons la partie de cette surface cylin- 
drique comprise entre deux generatrices voisines (A) et(B ); nous obte- 
nons ainsi, à la place de cette bande faisant partie de la paroi solide, 
un orifice rectangulaire dont une dimension est infinie. Le liquide con- 
tenu dans le réservoir s’écoule par cet orifice. Dans toutes les sections 
droites du cylindre, le fluide affecte, en général, la même forme et 
possède les mêmes lignes de courant. Il suffit donc d'étudier le mou- 
vement dans le plan de l’une des sections droites. 

Prenons ce plan pour plan de la figure. Soient A, B les points où ce 
plan coupe les génératrices (A) et (B). Nous prendrons la ligne BA 
pour l’un des axes de coordonnées rectangulaires; par un point O éle- 
vons la perpendiculaire à BA; nous prendrons pour second axe cette 
perpendiculaire. Nous supposerons, jusqu'à nouvel ordre, le mouve- 
ment parvenu à l’état permanent. 

Les équations du mouvement permanent plan sont 





(1) 
p ‘ffav\? /adab\! _ 

lee 

où F désigne la fonction des forces qui agissent sur le fluide, telle que 

_ Xdx+Ydy =dF et où C, est une constante, p la densité du fluide. 

On peut mettre l'intégrale générale de la premiere de ces deux 


équations sous deux formes légèrement différentes, dont nous nous 
servirons tour à tour. On peut l'écrire 


(2) A=f(5) + fit) 
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où 
s=r-+iy, 3; re — ly; 
f et f, sont des fonctions arbitraires. On peut également l'écrire 


(2) = f(s) + fs), 


ou 
s'=y+ir, 3,—=Y—iT. 


Les vitesses parallèles à Ox et à Oy sont les dérivées partielles de 
cette intégrale. Ce sont donc 


; On , ‚ 
".= Dr — f:(3) + fi) 


On - ay 
Pr. dy —if:(3) —tfis (5) 


(2)" 


dans le premier cas; et dans le second 


a on = iL f(s") —fie (54) 
(2)" 
Xr! 
Vy — a = fz(5') + fi,e,(31)- 


On en déduit, dans les deux cas, 
Vi 0+ OF HAS 5)fi(41) = 4f (If (55): 


D’autre part, les trajectoires ou lignes de courant ont pour équation 


dx _ dy 


On aura donc, dans le premier cas, 


dx _ tidy 
FC) +f (4) SE) +65) 


d’où, par une combinaison facile, 








Si(41) f(s) ou f'(s) ds — f;(5) d3, = 0. 
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En intégrant, on a 

(3) f(s) — fs) = ep, 
étant une constante. 


Dans le second cas un calcul tout semblable donnerait pour l’equa- 
tion des trajectoires 


(3) f(s") fils) = ip, 


w étant une constante. 
Si l’on considère A, p, A’, a’ comme des variables, des relations (2), 
(3), (2), (3) on tirera 


af(s)=)+ tp, 
(4) | fl) — tp 
ou 


fl) =i — in. 


Il est facile de vérifier que l’on a les relations suivantes, où l’on dé- 
. . 9 | 0? 0? 
signe, suivant la coutume, par A? le symbole ==; + oy 


Où Op | Oh Op _ 


— —— 


dx dx dy dy 


o  @y-@-ay- ayer 


On aura, de méme, 


! On! Op! On! Op u 


= O0, 


dx 0x Oy dy 


! DIN 2 ‘Oi! 3 Op 2 Op! 2 r 
8) (ie) + (is) =) + (ar) 
A?)'— 0, 
A? yp! = OÖ. 


La premiere de ces relations (5) ou (5)’' montre que les courbes 
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À = const., p = const. ou A’= const., 2’ = const. sont orthogonales 
entre elles. Les autres montrent qu’elles forment dans le plan un sys- 
tème isotherme. 


IT. 


La surface libre du jet fluide qui sort du réservoir est, à la fois, tra- 
jectoire, car la vitesse normale y est nulle, et surface de niveau, puisque 
la pression extérieure est constante. Si p, désigne la pression exté- 
rieure, on devra donc avoir, à la fois, pour tous les points de la surface 
de la veine fluide, les quatre équations simultanées 


S(s)=fi(4,)+C (Ca ici une valeur bien déterminée), 
L+iy —5, 
T — ly = 3, 


(6) 





P+ C= F —af"(2)fi(51) 


ou, dans le second cas, 


J (3') = fi(s,) + C, 
¥Yriz=s', 
(6)! y—tx=s', 


S +C,=—F— 2 f'(3') f,( 5): 


D'une façon générale, on pourra se donner /,(s,), par exemple, dans 
le systeme des équations (6), arbitrairement, puis éliminer z, entre 
la premiere et la derniere de ces quatre équations; on parviendra 
ainsi à une équation différentielle dont la résolution permettra de dé- 
terminer la fonction f(s) à l’aide de la variable 3. On procéderait 
d’une façon analogue relativement aux équations (6). Ce procédé 
donnera le plus souvent, si l’on ne choisit pas avec soin la fonc- 
tion f,(s,), des surfaces:imaginaires. 
Nous allons chercher une autre méthode. 
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ITT. 


Prenons d'abord pour variables 3 et s,. Nous avons vu les expres- 
sions (2)” des vitesses dans ce : cas ce sont 


À 
V= = psy +fi(s) 


*_ dx 
On ee , 

y= dy = tL fz(5) — fis, (51)]- 

Les expressions de ces vitesses doivent étre des fonctions réelles de x 
et de y; f; et f,., doivent donc avoir mème partie réelle et des par- 
lies imaginaires égales et de signes contraires. 

Nous verrons le cas général au § XII. Admettons d’abord, jusqu’à 
nouvel ordre, que nous ayons affaire au cas particulier où fet /, re- 
présentent la même fonction. 

Si nous posons, d’après la notation de M. Kirchhoff, 


JS) =O ly, 


o étant la partie réelle de cette fonction, #4 sa partie imaginaire, on 


aura 
S(a)=9—0h 
et, par suite, 
A= 29, u = 3%. 
Nous devons trouver des résultats analogues à ceux de la première 
partie, les fonctions À et u. ne differant que par des facteurs constants 


des fonctions 9 et‘). 
Nous supposerons de même, dans lesysteme (6)’, que fet f, représen- 
tent la même fonction; d’où, si f(yt+ix)=9' +1}, f(y -ir)=9'—-wV’, 


= 29’, m'= 24". 


Supposons que nous soyons dans le cas où les variables sont 3 
et Si: 
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On doit satisfaire au système suivant 
I (3) =f (51) + C, 
r+ly=, 
(7) x—iy= 5, 


rn +C,=F—2f"(s) f"(5,). 


Ici on ne pourrait pas suivre la première marche indiquée au § II, car 
on ne pourrait pas se donner arbitrairement la fonction /. 
Posons f(s) = w, f(3,) = w,. On en déduirait inversement 


On a, d’ailleurs, 
(3) = —— (a) —. 


Le systeme (7) devient 


ve (+ C, 
r+ly=s, 
(8) z—iy=3,, 
Po 2 
— +6,=F-— — —. 
Pp x () x'(#1) 


Dans le second cas, les variables étant z’ et 5°, des considérations 
toutes semblables conduiraient à un système analogue au systeme (8). 
Ce parallélisme se poursuivra jusqu’au bout. Il suffit donc d’étudier le 
premier cas. Une fois les résultats obtenus, nous n’aurons qu'à y 
changer x en y et y en x pour avoir les conclusions du second cas. 

Supposons, pour fixer les idées, que la force extérieure qui agit sur 
chacune des molécules du fluide soit la pesanteur. Dans les formules 
précédentes, F sera remplacé par + gx, g désignant l'accélération 
due à la pesanteur : on suppose la pesanteur agissant parallèlement 
a Ox. 

L’équation (1), qui donne la pression p, appliquée aux points ot 
P = Po. & = 0, c'est-à-dire aux points A ou B, montre que l'on a 


5 +G,+3Vi=o. 
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Si donc le mouvement du fluide est réel, comme {Vi est positif, il faut 
que > + C, soit négatif. Nous poserons, par conséquent, 


Po 


k sera positif. On aura 

wv — Wir C, 

3 =E +iy =X(w), 
(9) | 3—=Z —iy = x(*), 


3 


_ — , 6 . 
Tue) ter += + St) +2) À. 


En tirant w, de la première, la dernière devient 


3 


_ § 
(10) Uw) zw) — 21m) + x — OI +k. 


Nous sommes ainsi ramené à déterminer une fonction x de la va- 
riable w satisfaisant à une relation telle que la relation (10), quel que 
soit æ. 

D’une façon générale, en exprimant F au moyen de y(w) et de 
4(w — C), on sera ramené à déterminer la fonction y de la variable w 
satisfaisant à une relation analogue à la relation (10). 


IV. 


Etudions cette relation (10) dans le cas special oü la force exterieure 
est la pesanteur. 
Posons 


x'(w)x'(w—C)=P, 
x'(w)+x'(w—C)=S, 
X (æ) et x'(w — C) seront les racines de l'équation du second degré 
(11) D?— SD + P —o. 


Si la fonction y satisfait à la relation (10), on doit avoir en outre 


2 _6 f 
pase fSdw+-k, 
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d’où l’on tire 
2 


| Efsdwrk 


Si l’on pose S(w) = F’(w), on aura 


JS dw = F(w), 
d’où 
2 


P — ——: 
EF(w)+k 
2 

L’equation (11) deviendra par conséquent 


(12) D*— F’ (w) D + "> =, 
2 F(w) +k 


où F est une fonction arbitraire. 
On tire de cette équation 








12 
xv) =Di=4 Pw) +, JM _ 
à & 
2 
(13) 
NT" 
yw C)=D'=4F(w)— /EM_ 
ou, inversement, 
| F'’(w) 
! — C = D'—1irF _ 
x ) LE (w)+ 7 z 


(14) 


x(w) = D'= {F'(w) — EC) ———— : 
’ 2 F(w) +h 


Mais ce n’est pas tout. Il faut, bien évidemment, que si, dans la pre- 
mière des racines (13) ou dans la seconde des racines (14), on change 
wens — C, on reproduise l’autre racine. Si cela a lieu, quelle que 
soit la racine qu’on a appelée D’, on satisfera à cette condition à l’aide 
du théorème suivant; le cas où les deux racines D’ et D” ne jouent pas 


le même rôle sera examiné plus loin (§ XII). 
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THÉORÈME. — La fonction F (sv) doit être une fonction périodique de w, 
de période 2C, st les deux racines D' et D" jouent le même rôle. 


En effet, dans le système (13), si l'on change w en # — C, D’ se 
transforme et devient D’; on doit donc avoir identiquement 


(a) D'(w —C) =D" (#). 

Changeons dans les deux membres de cette identité w en w — C, il 
vient 
(3) D'(w — 2C)=D’(v — C). 


Dans le systeme (14), si l’on change w en sv — C, D” doit se changer 
en D’; on a donc identiquement 


(y) D’ (ww —C) = D'(#). 
En rapprochant les identités (8) et (y), on en déduit 
D'(w—2C)=D'(w), 


qui montre que D’ est une fonction périodique de sv, d'amplitude 2C. 
On demontrerait qu’il en est de même de D” par un procédé tout sem- 
blable. 

Par suite la somme D’+ D”, c’est-à-dire F’(w), doit être périodique 
par rapport à et avoir la même période 2C. II en est encore de même 
de !a fonction primitive F(w), ce qu'on peut voir à l’aide du produit 
D'D” qui doit être également périodique. 

Le théorème est donc établi. 

D’après ce théorème, si l’on pose F (s+) + ar = 0?(#), la fonction 
0(w) sera périodique et aura 2C pour période. Supposons de plus 
que, lorsqu'on change w en # — C, 0(w) change de signe, ce que 
j exprimerai en disant que la fonction 8 (sv) admet —C pour demi- 
période ; je dis que les deux racines D’ et D” se permutent effective- 
inent quand on change w en w — C. 

On aura, en effet, 


D' = y'(w) = 9 (sw) 6 (ww) + Vo (sw) OR) — A Oe (w) aa 


d(w) 


D’ == (ww — C) = d(w) 0'(w) — VE) Em) — A 


8 (w) 


(15) 
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à la place du système (13) et, à la place du système (14), 


* Ve) rw) — A 
D! = x'(w —C) = 6(w) 8 (w) + ee À 


VE Cw) 8% (5) — A 
G (sv) ? 


(16) 
[D x) = 8 (0) 5 (w)— 


a ° e / 
où À désigne la constante +- 


5 
Si l’on change dans (15) w en w — C, 0(w) change de signe. Il en 
est de même de sa dérivée 0’(#:), car si l’on a, quel que soit w, 


6(w—C)= —6(w), 


on en déduit 
(er — C) = — 09 (mw). 


Par suite 0(w)4’(w) ne change pas. La quantité sous le radical 
reste également invariable; mais, 0(#) changeant de signe, D’ et D” se 
permutent. Conclusions analogues pour (16). 

En résumé, les deux racines de l'équation 


À 


(17) D'— 20 (w) (sw) D + G3 (Ww) 


=, 

où d(w) désigne une fonction périodique admettant une demi- 
période, que nous designerons par — C, satisfont à la relation (10) 
du paragraphe précédent; et l’on pourra poser 


x'(w) — 9) 9) + VE) OH) A 


(18) d(w) 
! VE (1) G'2(w) —7 
x (w — C) = 0 (w) 8° (w) — aC 


ou les égalités analogues où l’on change y’(w) en 7’ (w —C) et in- 
versement, ce qui revient à changer le signe du radical. Dans ces for- 


7 
mules, À désigne la constante 7 
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V. 


La relation (10) étant résolue, nous allons pouvoir résoudre facile- 
ment le systeme (9) et en déduire l’equation generale de la surface 
libre de la veine liquide. 

Des équations (18) on déduit, en intégrant par rapport à w, 


— gee) 4 VA) (@) =) 
x(w) = 50 (sw) + my + const. 
LI VE) — 7 


Ces constantes introduites par l’intégration sont faciles à déterminer. 
D'abord, elles doivent être égales : car si l’on change w en w — C, la 
premiere expression doit se changer en la seconde. Soit « leur valeur 
commune. Portons ces valeurs de y (sv) et de y(# — C) dans la rela- 
tion (10). Elle devient 


o 01 17 
EL) _ Epo) + aa] +h ou ag+k=o, 


d'où 
ak. 
ö 
On aura donc enfin 
A 6*( sv) G2 (4) — À kK 
ogy RY oy 
9 (ve) G2 — À} 
x(w —C) = CES ET oy ‘, 


ou le radical a un signe quelconque. Le signe f désigne, comme 
d’habitude, l'intégrale indefinie ou la fonction primitive sans .con- 
stante additionnelle. 

D’autre part, toujours dans le systeme (9) relatif aux points de la 
surface libre de la veine fluide, ona 


5 =T+iy —=4(w), 
5=æ—iy =y(w—C), 
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d'où 
2x =y(w) -y(w—Ü), 
aiy=y(w)— y —C). 


On a donc, pour les coordonnées (x, y) d’un point de la surface de 
la veine liquide, 
2x = 6(Ww)— *, 


(20) 
ys [VaR FS da 
dw) " 


Dans le cas où les variables seraient 3’ et s,, des considérations 
semblables conduiraient à des équations qu’on déduira des équa- 
tions (20) en changeant z et ven y et x, la pesanteur étant parallele 
ici à Oy. On obtient ainsi 


| ay = F(w) — ~ 


Go) | ._ (VW 


G(s) am, 


ou 0(w) est une fonction périodique jouissant des propriétés déjà 
énoncées. 


VI. 


Du cas que l'on vient de traiter on déduira facilement le cas où il 
n’y a pas de forces extérieures agissant sur le fluide. 
Si l’on fait, en effet, g = o, dans la relation (10), elle devient 
2 = 
my HU AU Be 
Telle est la relation qui doit déterminer y(w) dans ce cas. On en 
tire 
2 
1 (w)y (w--C)= L° 


On n'a ici que le produit des deux facteurs y’(w) et y’(w — C); on 
pourra donc se donner arbitrairement leur somme 25’(w); 7’(w) et 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome X. S.19 


S. 1:41 GC. SAUTREAUX. 
7'(w — C) seront les deux racines de l'équation du second degré 
suivante 


(22) Dt— 3 S'() D 5 =o. 
On en tire 
a 
Day) SW 4/8) — 7 


D’ --: Y(w—(C) = S'(sv) — St a 


ou inversement. 

Mais il faut de plus que la fonction S’(w) ait été choisie de telle 
sorte que, en changeant # en w—C dans la première racine, on 
trouve la seconde. 


Posons S?(w) — i =: ?(w), il vient 





O'(w), 


| D’ =: y'(w) [erw + 
“A 


(23) — 
D’_y(w = 0) 21/8000) + 


me “e 


= G6 (sv), 


ou le radical a un signe quelconque, mais le méme dans les deux for- 
mules. Si 0’(w) admet — C pour demi-période, c’est-à-dire si elle 
change de signe quand on change # en w — C, ces deux racines se- 
ront permutées par ce changement. 

En intégrant par rapport à w, on aura 





x(w) =fy/ 0’? (67) + + dw + d(w) + const., 


4(w — C) = f4/ em + 7 dw = O(w) =- const., 


(sw) devra être aussi périodique et admettre une demi-periode, que 
nous désignerons par — C. Les deux constantes introduites par 
l'intégration doivent être les mêmes, puisque x (w) doit se changer en 
4.(æ — C) quand on change ww en sy — C. Soit « leur valeur commune. 
a est d’ailleurs quelconque, car les constantes disparaissent par la 
différentiation et la relation (21) ne les détermine pas. Quand on 


(const. = a); 
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On a donc D = — is. L’équation en 6 cherchée sera 
f 9 C1 a 2 
(22) 6?— ai (Jo — 7, == 0. 


Remarquons que l’équation (22) ne diffère pas de l’équation qui 
donnait l’inconnue € de M. Kirchhoff; car ¢ désignait également =. 


L’équation en D étant ainsi intimement liée à l’&quation en ¢ de la 
première Partie, on pourra en déduire les conséquences déjà indi- 
quées. En se donnant les limites du domaine w, on en déduira, comme 
on a vu, les limites du domaine de s, c’est-à-dire les limites du fluide 
en mouvement. Nous reviendrons sur ce point au § VIII. Bornons- 
nous, pour le moment, à des exemples simples de la détermination de 


la surface libre du fluide. 


VIT. 


Premier exemple. — Prenons le cas d’un fluide soustrait à l’action 
des forces extérieures. Posons 


6(w) = cA sine. 


C'est bien la une fonction périodique admettant une demi-période r 


ou — T. 
Ona 


ns 


a 
T = /V- A? cos? + fav a, 


y = Asin, 


Nous supposerons A réel. On peut également supposer, pour sim- 
plifier l’écriture, que A est pris égal à 2. Ona 


æ = [V1 — 2 cost*w dw + a, 
y =àsinw. 


On voit que x est donné par une intégrale elliptique; si l’on pose 


T » 
wotlk, d'où dw — — du, 


on à 
TT — fi — Msintuda, 
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coincide avec elle, il suffit de poser 


S'(#) =e", ka. 
On en tire 


#'(w) — N =er-+ Ve-iw_;, 


x! ( —C)=)D"=e—-*— ye?”— 1. 


La fonction e~™ est périodique, de période 277; elle admet une demi- 
période qui est 1x ou — zn. Si l’on pose 


e-*_ 1 -.- O(a), 


0’'(w) sera périodique et admettra une demi-période. C'est ce qui 
résulte d’une propriété connue. Posons, en effet, 


e-?"__ 1 -. R(cos9+ sin6), 
on en déduit 


1 
vet” — =: R? (cos ; Li sin). 
2 2 


Lorsque w varie de ir, 2 varie de 2ir et 9 varie de 9, à 9, + 27. 


: varie de x à % +t: le radical part donc de la valeur 


1 
R? (cos? -1- {sin =) 
2 2 


pour arriver à la valeur 


ainsi le radical change de signe quand on change w en wir. 
0’(w) admet donc pour demi-période -- in. 

Les deux racines D’ et D” se permutent donc lorsqu'on change w en 
D — IT. 

Intégrons les deux racines. Comme $’(w) = Ve~™” - -ı, on aura 


G(w)= - Ve 1 arc tangVe—™ — 1, 


L’équation de la surface libre s’obtiendra en employant les for- 


mules (25) 
Tr—e "+ a4, 


v V1—e-™— iarctangye-?*— ı. 
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Remarquons que 
| aw ty tye 
arc lang ei — 1 = - LV se : 
2 — _ niv 
i—Vi—e 
d'où 
L=a—e 7", 
yayızam_ Vize, 
2 1 Vie 


ce sont les équations, dans notre système d’axes, de la surface libre 
du jet, déjà trouvées dans la premiere Partie. On en déduit, en elimi- 
nantw, 


yyı-(aza)--!L 1+Vi— (az), 


3 ı-yı- (aa) 


Pour « = ı, on trouve la première portion de cette surface obtenue au 
§ VII de la premiere Partie; pour <=ı-+r, on trouve la seconde 
portion. 

Nous nous bornons pour le moment à la surface libre : nous com- 
pleterons plus loin (§ VIII). 


Troisième exemple. — Prenons l’exemple de la première Partie ré- 
pondant à l'équation 
2 — 264(2e7%— 1) —ı 20. 


La forme de cette équation nous conduit à l’identifier avec l’equa- 
d __ dy — dx 


7 dans notre systeme d'axes) 
Ww 


tion (22)’, à savoir ( 


.,. 2 
6? — 2018S'(w) — > — 0, 
k 
en posant 
S’(w).:2er?"— ı, Rz: 2, 


L’equation correspondante en D serait 
D?— 2D(2e-**—1) +1 -0, 
avec D = dx +idy 


dw 
Traitons, par exemple, la seconde. On voit que S’(s) est périodique 


dans notre systeme d’axes. 
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et admet la période = ir, qui sera demi-période pour 
6'(w) = VS (w)— 12e "pe — 1, 

on le voit, comme dans l’exemple précédent. On aura 


D! = 2e-**— 1 + 2e- Ve“ ™ — 1, 


D” = 2e-* — 1— 2e-"Ve—™ — 1, 
On aura donc, dans notre systeme d’axes, pour la surface libre 


L = fee" 1) dw + a, 
ly = fa e-w/etw — 1 dir 


ou 
“me eu =" — wv + ZX, 


ly = — e7 we zw __ i+ L(e- w + Ve?" —1), 
ou, en prenant le signe — devant le radical 


r= -—e7~M—Ww+ 4, 
y -ze- V1 — et" — arctange” Vi — e = er" Yı— 6% — arc cose. 


Quatrième exemple. — Supposons que la pesanteur agisse et servons- 
nous de la formule (20). 


Posons 
9? (ss) = 1—e-™, 


On en tire 
26(w)O'(w) = em, 
et l'équation (17) devient 
4 


D?— e~-’D + ———_— = 0. 
ge") 


Les formules (0) donneront pour la surface libre 


où 
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Les formules (20) auraient donné de même 


ak 
ay =I ew 


iv 
. 1—e 4 


Si, dans les premières, on fait 4 = o, ıl vient 





2x zı— er”, 


e:W 
vl VI an 
1 — € 


On en déduit facilement l'équation différentielle de la courbe. On a 





e—~“—1— AT, 


ada 
9 
I—22 


_— JA 1 .„ 242 
dy = VERTE AC a2)? — 


Pour x =i, yest infini. Nous aurons occasion d’etudier plus comple- 
tement cette équation (§ VIII). 


Sik — £, on aura de même 


dy = — A Late, 
\ I+ 22 TL 


qui se déduit de la première équation différentielle en posant 


dw = 








r=x'+};: 


c'est la même courbe, les axes ayant été déplacés parallèlement à eux- 
mêmes. 

De même, si A est quelconque, les deux signes du radical donne- 
ront deux limites symétriques par rapport aux axes. 

On peut passer de ce cas au cas où il n’y aurait plus de pesanteur; 
considérons g comme l'accélération d’une force qui tend à s’annuler. 
A la limite, l'équation (17) se confond avec l'équation (22); on fera 


donc tendre g vers zéro, à condition de poser limg#?(æ) = 24 sous 
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le radical. I] vient ainsi 
d’où 


car k= >? et enfin 








Vie Fes CL VIG 


er an \ a rr on de 
2 4 2 1—4/ gx 





. Sans multiplier les exemples, montrons dans le paragraphe qui suit 
que, chaque fois que l’on se sera donné la fonction 0(4:), on pourra 
étudier le mouvement complet du fluide ct assigner la forme que 
présente le réservoir. 


VIII. 


La fonction (x) connue, le mouvement est déterminé. Nous ve- 
nons de voir d'abord que la surface libre est déterminée. Les équa- 
tions (19) montre que 3 est déterminé en fonction de w. Inversement, 
on déduira de ces équations w en fonction de 3, soit directement, soit 
par un développement en série. On aura donc w = f(s), et, par suite, 
ww, = f(s,). On connaîtra donc A= a +, = f(s) +/(s,). 

On pourra en déduire tous les éléments principaux du mouvement. 


Trajectoires. — Elles ont pour équation, comme nous avons vu, 
f(s) =f(s:) +0 ou re EC, 


et tout cst connu maintenant dans cette équation : les trajectoires 
sont donc déterminées. 

Remarquons en particulier que, pour C’:=0, on obtient, entre 
autres trajectoires, y = 0. Si C’==C, donne une surface libre, où 
P = Pos C = CG, + 2C donne une autre surface libre, car, en changeant 
æ en w— 2C,7(w) et y(w,) ne changent pas ct la formule qui 


donne p ne change pas. 
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Les trajectoires orthogonales de ces lignes de courant seront les 
courbes À == const. ou f(3) :-f(z,) = const. 


Vitesse. — On à 


On , oh ee ' 
TTS ef SG 


9 . A , . 8 a 
et l’on sait que 2 représente la composante de la vitesse parallele à 
TL 


9 . On 8 a 9 . 
l'axe Ox, et ay la composante parallele à l’axe Oy. 


Or fest connu. Donc ces composantes en un point quelconque x, y 
du fluide sont connues. 


Pression. — En portant ces valeurs de a, as dans la seconde des 
équations (1), on en déduira l'expression de la pression en un point 
quelconque (x, y) du fluide. 

On n'aura pas, en général, une pression constante le long d’une 
trajectoire autre que la surface libre. Ce caractère permettra de recon- 
naître quelles sont les parties des trajectoires limites qui pourront 
être considérées comme parois solides ou comme surfaces libres. 

En se donnant 0(#), on détermine donc le mouvement du fluide. 
On pourra appliquer à la relation qui lie s et w la méthode de 
M. Kirchhoff et déduire le domaine de 3 de celui de w. Reprenons, 
dans ce but, les principaux exemples déjà indiqués. 

Notre premier exemple sera examiné plus loin (§ XIV). Conside- 
rons le second. 


Deuxième exemple. — Nous avions 
— y (w) = eh + Vers — 1, 
d'où 
5 == 7 (4) 2x er Ve-w— 1 + arctang Ve?" — 1. 


Supposons que, pour sv = 0, on veuille avoir 3 = 0, on doit faire 
a=-1,d’ou 


avee we-o +). Les trajectoires ont pour équation, comme nous 
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savons, # —4%,+ Cou 20)=C’. La surface libre peut avoir pour 
équation 

(a) wows t+ Cy, 

où C, est arbitraire; car cette équation équivaut à 

(8) w—C,+C=0,4+6 ou  w=w+C, 

en posant w, = w — C, + C. L’equation (8) est bien de la forme con- 
sidérée aux §§ II et suivants. Or changer # en w, revient à prendre, 
au lieu de f(s), f(s) —C, +C ou f(s) — à, c’est-à-dire au lieu de Aa 
prendre À, — À + ¢(6=C;, —C); or À n’intervenant dans le mouvement, 
abstraction faite des axes coordonnés, que par ses dérivées, la nature 
du mouvement reste la même quand on remplace À par A,, qui n’en 
diffère que par une constante additionnelle. La période de e-* étant 
217, w= w, + C, + 217 sera encore une surface où la pression sera 
constante. Soit C, = o, les deux portions de la surface libre correspon- 
dront à Ÿ — o, } = x. Nous limiterons donc le domaine de w par les 
- deux parallèles ) = 0, 4 = a. 

Nous avons vu, d'autre part, que l’on a 





Jo, ;09 OA 4 ih 
ds dx dv _ Oz dy _ 
Ben 
CE (5) 
On en déduit 
„R On 
> Ox [à dr 20° 4 
ey ip = pr y +H Te 


Enfin le rapport de similitude des plans 3 et w en deux points cor- 


respondants est égal au module de == en ces points. 


Les équations à étudier sont : 
1° Pour d =o, 


T+iy=i—e tr Ve #1 arctang Ve-??—1. 
L'important, évidemment, sera de séparer les parties réelles des 
parties imaginaires, et pour cela de résoudre l'inégalité e-?% — 1 > 0, 


ce qui donne ¢ < 0. 


Ge 
Or 
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SI ç varie deoà--x,ona 
E—e", n= \/1 — e737; 


E est positif, prenons n négatif, e’est-a-dire le radical avec le signe —. 
On aura, par suite, 


T —=I1— 679, ym=Vi— et? — - 


La pression p est donnée par la formule 


2 
Ei 2 — 0 
p + 
d'où 
D 
PF +C+2=0 ou p = const.; 


p 


c’est une surface libre, comme nous savons déjà. 
Si ¢ varie deoù -—x,ona 


z= e-? + Ver 1, n=0; 
E est positif. La vitesse a donc une direction constante, mais son in- 
tensité varie : la pression n’est donc pas constante. La portion corres- 
pondante de la trajectoire doit être considérée comme une paroi s0- 
lide. Cette paroi a pour équations 


g=1— e-?— Ve-*?— 1+ arctangVe*?— 1, y=0. 


On a pris, en effet, Ve-**— 1 avec le signe + ici, car, pour 
9 = — o, on doit avoir § = +. Ces équations représentent la partie 
négative de l’axe des y. 
2° Pour ) ==, les équations à étudier sont 
E+ in =— ett ye? —1, 
e+iymit+nt+e-?= Ve*v—1 + arc tang Ve-?? — 1. 
La seconde peut s'établir de la façon suivante. La trajectoire ) = + 
doit passer par un certain point B de l'axe des x. Pour 9 — ++, la 


première partie, déjà trouvée, de la surface libre a une asymptote pa- 
rallèle à l'axe des y, æ = 1; la largeur du jet à l'infini est x puisque, à 


l'infini, le rapport de similitude du plan z et du plan w, Fal ou |D|, 
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est 1. La seconde partie de la surface libre devant être symétrique de 
la premiere, on doit avoir, en appelant N son asymptote, M l’asym- 
ptote 2 —1 (fig. 10), 

BN = AM — 1, d'où OB --2+ 7. 


Fig. 10. 





Ainsi, pur) = 7, ? = 0, on doit avoir 
3=:2+T, d'où X—=1+T. 
De plus, poure > 0, ona 
E=—e?,  n—=Vi— et, 
E est négatif, n doit être négatif : nous prendrons donc le radical avec 


le signe —. On en déduit 


——-— 1, 14+V1—e7%? 
Z=1+7+e%, yzVYı-e? — tpityi 2) 
2 1--Vı-e® 


surface libre déjà trouvée. 


Pour ¢ < 0, ona 
f= — eet Ve? —1,. n—=v:; 
on doit prendre le radical avec le signe —, car, pour 9 = — «+, on 
doit avoir § = — x. Ona donc 


g=I+ n+ e-?+ Ve? 1 — arctangVe*?7— 1, z=o, 


qui représentent la partie positive de l’axe des y depuis le point d’ab- 
scisse 2 + 7 jusqu'à l'infini. C’est une paroi solide. 
Remarquons que le coefficient de contraction de la veine est 
T 


20,611. 
2+ 7 
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Proposons-nous de chercher la vitesse au point I, milieu de F'ori- 
fice OB. 


1° On obtiendra IJ pour trajectoire en faisant d = =. Les équations 
générales 


dz = 6 “+ in = EE em; 1, 
dw 
sx r-+ Ly za ee "zZ Ve-tw..-ı + arc tangye-?7 — N 


deviennent 


+ im: — ie? iVe-2? +1, 
2, + im a + ie? iVe- 3-1 arc tangiVe-#? +1. 
Nous prendrons dans la première de ces deux égalités le radical 


avec le signe —; car, si nous prenions le signe +, nous aurions pour 
4, une valeur positive. Il vient donc 


+ éme — let iVen*? +15 
ou 
& 770, 
(1) I nm=er+Ver-1 
et —y: 
2, +iy,=2+ le? + Ve? +3 — À tye (22-1) 3 
car 


; i, itu di, (iu) ot U 
arctangiu:- -L =: -L u — - L(1-+ u)?— -L(1 — u) 
2 1—- uU 3 1 - À 2 2 





-- tL(i+u) — ~ Liu). 
On a donc ici, où u = ye-**+ 1, 


arc tangiVe-#¥ + 1 =iL(1 + Ve? 1) — - L(— e-°?) 


= iL(i+yiı+e) — - Le-*? — > L(— 1) 


 ı+-Vırer? i 
=, NET fo + (au +), 


CT 
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d’où 
. . re | let? +1 7 
Byt+ lyy at lve? + ive-?? +1 — ip —(ap+r) =" 
Pour x, , on doit trouver 
T 
Ly I + — 9 
2 
car 
OI = 1 + 2. 
2 
on prendra donc d'abord a = ı, comme nous avons déjà pris » =- 1. 
On a 
T 
T'; Zi - 
(2) ° 
2 —____ 
—— —— t+ Ve? 5 
N= e~F + Ve-2? + 1—L Ve. 
Posons 
e-?— 6, 
il vient 
Te 
| Ts — + —) 
2 
(2) 


| n=t+Vveri-L' ENT ; ne 

2° Cherchons d’autre part le rapport des vitesses sur IJ et à Ja sur- 
face. Je désignerai la valeur absolue de la première par V, et celle de 
la seconde par V,. Je poserai 





7 __ V; 
L= v, 
Or 
by sats ttm (er VPI S(O VES 
i 
d’où 
2 
V, — == 
ga (eri 
Pour ‘) = 0, on avait 
6 e7%, n=Vi—e"?, 
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ou 
4 
Arno — =], 
V: 
d’où 
Vo— 3; 
on a donc 
, I 
= — 
i+ Vt?+ 1 


3° Cherchons quelle valeur il faut donner à © pour que ce rapport, 
sur la ligne médiane IJ, prenne la valeur 0,69 que lui assigne l’expe- 
rience. L’équation qui determine 9 est 


7 _ % 772 CN _. . 
7 = 0,69, ou +e += S65 =k, 
d’où 
K3—: pu K?— ı A+ 1 
=. — it? EAU | = — ° 
t — ak: et ve-ı=kh—tzk i wv 


Portons cette valeur de £ dans y,, et voyons quel est le point de IJ 
où la vitesse a cette valeur. Il vient 








en désignant par L les lagarithmes népériens et par log les logarithmes 





vulgaires. 
Orona 
K+1 1,69 Lo pur RAI Lapse K+r 4A. 
Er oh” A =1.44927, log roa 0,73603, L Fo, —“! ,699923, 
d'où 
Y,=1,4492%7 — 1,695923 == — 0, 246653. 


Ce point est donc un peu au-dessous de Vorifice, à l'extérieur du 
réservoir. On a d’ailleurs 
Yı __o,24665 _ 0.243665 


— — Se — Q 04... 
OB 2+T 5,1416 um 





environ. Ce point est donc sur l’axe médian au-dessous de l'orifice à 
Ann, de l’Ec, Normale. 3° Serie. Tome X. S.21 
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une distance de l’axe des x qui est environ les > ou + de la largeur 
de loritice. Comme l’orifice est généralement étroit, ce point se con- 
fond, dans l'expérience, avec le centre I de l'ouverture. 


Quatrième exemple. — Traitons de même notre quatrième exemple. 
Les limites du domaine de w seront, pour la même raison que dans 
l'exemple précédent, ) = oet ) = 7. 

1° Pour Ÿ = o, les équations à étudier sont 





2D ag ain effet 1e? où À ==“; 


—1—e"? + 17 _ _ a 
2€ +2ly=i— er [ve 548 


en supposant que pour 5 = o on veuille avoir 3 =o. Plus générale- 
ment, pour simplifier les calculs, nous supposerons que la force qui 
agit est une force constante parallèle à Oz; son accélération g sera 
un nombre quelconque; par suite nous pourrons donner à À telle 


valeur simple qui conviendra. 
Cherchons à résoudre l'inégalité 


e-?7? ——-_—>o au (1—e-t)(ei? —e-?+2)<o. 


Posons e? == u, on a pour le second facteur 
u—u+2z(ui—au+a2)(u +1). 
u? -- au + 2 est toujours positif, l'inégalité revient donc à la suivante 
(1 — e-?)(e-?+1) <o ou o<o. 


Donc, quand ¥ est nul, les radicaux sont 


si o<0 réels, 
si o>o imaginaires. 


SUR UNE QUESTION D'HYDRODYNAMIQUE. S. 101 


A. Pour 5 < 0, on a donc 


2» ee "U ei? — Toe? 20 - O, 
> Le 


paroi plane. On doit prendre le radical avec le signe + car, pour 


9 = - x, on doit avoir £ infini; on aura done 
Pop i 
aur aly 2. b-- 6 + | \/ e727 —--. -- do, 
. ‘ I- - er , 
e’ 0 
d'où 





2 


? A 
38 2.21 eT He ety — - d 2 =O. 
f \/ 1 — er Y 





Ces équations représentent la partie négative de l'axe des x. On s’en 
assure ainsi. Pour ¢ == 0, æ = o; la dérivée de x, §, est positive: donc 
décroissant, x décroit et devient négatif. Je dis de plus que, pour 
=: — x, 2x == — x. Pour écarter les formes illusoires on peut, sans 
intégrer, procéder comme il suit. 

Posons e? -= u, d’où 


-Q -0 


Le rapport qui est dans la parenthèse du second membre prend la 
> 20 opie, ‘ 
forme =; en le remplaçant par le rapport des dérivées, on a 


V ut— -- -— - 
L—UU 
ae —t--—u\ IH ——— 
Pour u — + x, on a done 
207 --12:— X(I-+ 1) 2- -- 20 ou Hu -- 00. 


Les équations représentent donc la partie négative de l’axe des x tout 
entière. 
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B. Pour o> 0, ona 


—e-? = + ——— — e7°? 
2— = e-?, 21) pre OF, 


surface libre. & est positif, on doit prendre n négatif, c’est-à-dire le ra- 
dical avec le signe —. On en déduit 


? 
2 
0 1—e 


ce sont les équations déjà obtenues au § VII pour A = :, # = o, et où 
le radical a un signe bien déterminé. 
Pour 9 = + >, ona 


r=}, d'où OM =}; 





c’est une asymptote parallèle à Oy. A l'infini le jet a une largeur égale 
à at = MN. La seconde partie de la surface devant étre symétrique 


de la premiere, nous prendrons NB = 5. Le point B sera le point de 


Fig. 11. 






. 
4 
mm mms mms 
+ 
L 





rencontre de la seconde partie de la surface libre avec Ox. On aura 


V2 


2 


OB=1+7 el 20B — 2 + rV2. 


Nous reviendrons dans un instant sur la forme de la surface libre. 
2° Pour } =z, les équations à étudier sont 


2 
anses y/o => 
1+ er 


? — 
. — 2 
20+ aly =it+e"?+ry2 =f Ver- pre LL 
0 
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Résolvons l'inégalité 


9 
2-27 __ Un -39 : > 2% ry - 
€ >o ou e’r-- ET — 2 Ö. 
1 + 67% > 


Posons e~?= u, ona 


uw + ui—2>0 ou (-2u +2)(u —ı)>o. 


Le premier facteur est essentiellement positif, on doit donc avoir 


“>t ou eY>ı 
Donc 
s>o, les radicaux sont imaginaires, 
9 Lo, les radicaux sont réels. 


A. Soits<o,ona 


2=—e tt AU —- Eh 2h 0, 
I+ € 











paroi plane. Pour & = — x, on doit avoir § = — ©, on prendra donc le 
radical avec le signe —. On en tire 
? — 
mr ob ete aya — Ver- - U, >} =O. 
J ı+ er 


Ces équations représentent la partie positive de l’axe des x depuis le 
point B jusqu’à l'infini. Pour & = o, on a x = OB; la dérivée est néga- 
tive; donc 9 décroissant, 2 croit. On s’assurera, comme précédem- 
ment, qu’il croit indéfiniment. 

B. Pour g >0, ona 


surface libre, car la pression y est constante. On doit prendre x nc- 
gatif, c’est-à-dire le radical avec le signe —; de là 


pa _——_ oo 
—— fo , 2 927 
ar mıteritrny®, 21 = — —— — erde. 
v I+ evr 


Forme de la surface libre. — Cherchons l’équation différentielle de 
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la première partie de la surface libre, on a 


1 e-? 2 LU Ve _ p-29 de 
ar 21 e-?, ad) \ (eek € dy, 
d’où 
à dr 
ln  -— 
CT ru? 
on a done pour l’équation cherchee 
(1) | A 7 . un: dx 
I C 0 .— —- 27 Tu. 
J V Tr 1-27 


Pour la seconde partie de la surface libre, on a 


ee ee 


_ fy 
ye. 1+e + ry, 2 dy = - V —--- u et? do, 
[7 L+e TT D 


d’où 


on a pour l'équation différentielle 





dr 


I+ TY2 - ar 


(2) dy = TV _ ? _— (i+ ny/2 2.x)’ 
/ ar—Ty2 








Si l’on pose dans cette équation (2) 


À = rV2 + Le, 


on retrouve l'équation (1). 
Ges deux courbes ont même forme; l’une passe par le point A, 
l’autre par le point B, enfin elles sont orientées en sens inverse; car 


oa dy » Le ° . o . a 
dans la première ~~ est négatif, x étant inférieur à ;; dans la seconde 
dy op 
— e S ° 
a est po itif 


Il suffit done d’etudier l'équation différentielle (1). > est nul 
pour les racines de l’équation 


— f-21-- 2(1— 22)? ou [= 2? — Ga +2 — 17:0, 


.165 


Ye 
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ou 
J:: (Ja! +) (x — 1) = 0. 


Comme .x varie de o à ;, le polynôme f n’est jamais nul dans linter- 
. , ¢ dy , * 1 dy 
valle considéré. Poura =o, — est égal à — x; pourr =, = — =. 
dr 2 da 
La dérivée part donc d'une valeur infinie, croit jusqu'en un certain 
point, puis décroit jusqu'à —- ©. 
C'est ce qu’om vérifie encore en prenant la dérivée seconde 


dy __. — _ 3) ( rt — : } 


de CE 
3.71 -- 27) - 7 — L'i1—0r) 
vlan 


Pour + -: „ elle s’annule: le point correspondant est un point d’in- 
flexion. 

La forme générale de la surface libre est représentée dans la 
fig. 14. 

La veine fluide est symétrique par rapport à la droite CD passant par 
le milieu de AB parce que, en réalité, cette veine fluide n’est pas sou- 
mise à la pesanteur, mais à une force égale et parallèle à la pesanteur 
d'un côté du plan CD et à une force égale à la pesanteur mais de sens 
contraire de l’autre côté de CD. C'est ce que la suite des calculs inet 
en evidence. En effet, l'équation en D était 


DE F'(w)D + — 7, 


2 F(iır) +1 
2 
où l’on avait pris 
F(w) = — 67", 
en posant 


Br) = Fur) + at — 1e", 
& 


d'où 
| mw ah . 
Fler) — ee", -- 7, avec woot, 
Pour Ÿ :- 0, on a done 
2 
{1) D? 6 7) + —- - —- = 5; 


nN 
— Le? 
% 
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pour) — 7, 


(2) D’+e-D + —" — =o. 


e-F +1 


D 172 


On ramène (2) à (1) de la façon suivante : 
1° Je change la direction positive de l’axe des x. Alors D est changé 
en — D. En effet, on avait 


= y(w) +y(w —C), d’ou dx —= [x (w) +x (w — C)] dw; 


donc, si x change de signe, dw ou d? conservant le sien, c’est que 
7'(w) +y7'(w —C) ou S change de signe. Quant à P= y‘(w)y'(w — C), 
il est positif, car 5 représente, à un facteur positif constant près, le 
carré de la vitesse à la surface. Done y’(w) et y’(w — C) ou les deux 
racines de (2) changent de signe et sont maintenant racines de 


(3) D?— 6-2 + — — 0. 


e-? +1 


8 195 


2° Si l’on change en plus la direction de la force g, c’est-à-dire si 
l’on change gen — g, (3) devient (1). 

Ainsi la portion de la veine qui est d’un côté de CD n'est autre 
chose que la portion qui est de l’autre côté, après changement de la 
direction positive de l’axe des x et renversement de la pesanteur. Il 
peut, par suite, y avoir discontinuité le long de CD. 

Comme la pesanteur est parallèle à Ox, ce mouvement sera réalisé 
en supposant que le liquide coule dans un canal. On ne change pas le 
mouvement, en effet, en remplaçant l’une des trajectoires par une paroi 
solide. En retournant alors la figure pour que la pesanteur agisse sui- 
vant la verticale on a un cas réalisable. 


IX. 


Etudions encore quelques propriétés du mouvement. Reprenons le 
second exemple, aucune force n’agissant sur le fluide. 
Cherchons si dans le liquide, dans la veine fluide ou dans le réser- 
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voir, la pression peut être la mème tout le long d’une trajectoire autre 
que la surface libre. Pour cela, je considère la trajectoire Ÿ = « infi- 
niment voisine de la surface libre } = o. Nous considérerons les puis- 
sances de e, dont le degré est supérieur à deux, comme négligeables. 
On aura 

I) = e-?(1 — ie) +Ve-?—1—atee 1? 


OU 
_ . tee 39 
D —e-?(1— 1 nn |) => 7+ m. 
D—e-?(1— fe) + Ve ( =) stm 
°92>0: 
— — — tee—?¥ 
- _ 7 9 . _ J __ _? — 
stin=et— ter?+iyVi—e (14 =) 
d’où 
e-?? e-? 
6 @7? — E- oo  — (V1 — e7— ee-?), 
Vie? Vie”? 
n=—ee ?+Vi— et. 
Donc 
. Yı-e?— ee-? \° e-? 
+ nt = pt— VE fe" ou P=I--E ———— : 
V1 — et? Vi— er? 


o, et par suite V et p, varient le long de la trajectoire, puisque > varie 
avec 9. De plus p n'est pas indépendant de € et par suite varie d’une 
trajectoire à l’autre. Ainsi la pression n’est pas constante dans la veine 
fluide. 


2° 9<0,0na 





. . — . e-?7 
5 + in= er’ — ee? + Ver? — 1— LE — , 
Ve??— 1 
d’où 
Ee? + yet — 1, 
e-*? __€e 
N= be — § = = — (e-?+ Ve -2?— 1), 
verr—ı vn 27 — | 
SE de’ 


_— e—?? 
p = (e-?+ Ve*#—1) |: + cn] = Po + E*ps. 


Ainsi la vitesse est la même à des écarts pres de l’ordre de e? sur les dif- 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. S.22 
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férentestrajectoires à l’intérieur du réservoir sur une courbe z = const. 
en appelant intérieur du réservoir l'espace compris entre les parois 
planes Oz’, Bx et la courbe 9 = const. passant par O et B. La vitesse V 
varie donc avec une certaine lenteur, ainsi que la pression p, en ces 
différents points des courbes 5 = const. de l’intérieur du réservoir. 

Faisons la même chose dans le quatrième exemple, le fluide étant 
soumis à la pesanteur. On a pour Ÿ = (e infiniment petit) 


— 





»D =22a2 + on Zertlı-- fe) + 4/ e772? (1 — le)? — ———-- - 
> 1—e + lee? 





Posons 1 — e7*? = B, ona 


A 4 , I 4 i+ lee? - (ET FL 
Bree B + ice? B BO RB "OT 











‚ıl vient 





Posons A = e° 


2D=e-r7— ige + V vor er +) 
2674 + Ae 
B? 7 


o<o. A est positif, VA réel, d'où 


= 


= e-t— lee T + À 


Eee? + VA, 


n=— 7 [K+ nent ge). 
~ 2 VA Y B° 
Donc 6? + x? est de la forme 


M? + ei N°, 


et, par suite, il en est de même de sa racine carrée: donc £ varie len- 
tement avec e. Hen est de même de V son inverse. 
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2° 5>o. A est négatif, VA imaginaire; on a donc 


7 


. .[{ I 
Let +8 o¥( nee + m) 


BY a VA 


n=— ee"? + VA. 


vr. » . . . , . . 
Done + 7°, et par suite 5, contient € au premier degré : V varie 
avec € et 9. 


\. 


La méthode que l’on vient d'exposer dans les paragraphes précédents 
peut encore être appliquée à d'autres cas où le liquide obéit à l'action 
de forces extérieures autres que la force de la pesanteur. 

On peut supposer, par exemple, que le liquide est soumis à l'action 
de forces admettant un potentiel et ne dépendant que de l'une des 
variables x ou y. On peut appliquer cette méthode au cas où toutes 
les molécules fluides subissent une attraction ou une répulsion éma- 
nant de l’axe y’y et fonction seulement de .r; ou bien une attraction 
ou une répulsion émanant de l'axe x’. et fonction seulement de v. 

Nous allons prendre pour exemple le cas où les molécules liquides 
sont soumises à une répulsion émanant de yy et proportionnelle à la 
distance; soit 8x l'expression de cette répulsion sur l'unité de masse: 
on aura pour l'équation d’une surface libre 


2 2 
MORE 


d'où, en se servant de ce que w, = — Cet Pr +C, = —#, 
2 
—— ° en  — 0 L 3 e  — x 2 
A + Ye) (se —C) — [x() + (5 C)] ’ 


en conservant les mêmes notations que précédemment. 
Posons 
LC) + x CG — C) = S(w), 


x (w) x x'(sw — C)= P (sw), 
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on aura 


2 2 


ou, en posant 








P(w) = R'(w), 
f S(w) dw= VR*(w) — &, d'où S(sv) = Row) Ri) 





VRw)—k 


4 (æ) et x'(æ — C) sont donc racines de l’equation suivante du se- 
cond degré 
_ RG) R'(w)) 2 


D VR2(w) — k RC) — 





0, 


d'où l’on tire 
p — RR) + | JR W)RE (CE) 8B 
—ayRtw)—k VAR) A) R(w) 


RCo Rw) oe VEOIR Aw) = FHL) — FY 
D= aR . 
ayR’(w) —k 


ou 


Si, de plus, R(w) admet — C pour demi-période, c'est-à-dire change 
de signe quand on change w en w — C, les racines seront permutées 
entre elles par ce changement de w en w—C, car R(w)R'(w) ne 
changera pas de signe, R’(w) non plus, mais R(s») en changera. 

On peut encore faire le calcul de la façon suivante. 


On a 
2 | er. , 
par ATES S(w) dw ]?. 
Soit 
S(w)= F'(w), 
ıl vient 


2 


P(w)= FF Ca) . 


L’équation du second degré sera 


D? — F(w)D + CET: Oo. 
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On en tire 


po ll 
’ -_W Ve 2 yo 2. .____. 
21) = WEN F (w) F2(0) + A 
Posons 

Fw) + A ::N’(w), 


on aura aussi 





Fu) = NE) — %k et F(w) = AIG EXC) , 
vN(w)—%k 
d'où 
Nia) NC OR TNE CL BI 
NO) NU (we) + NN un) BINFn) A] 
2D—= - - —- --— NY) , 
vN(w)—k 





qui nest autre chose que la formule déjà obtenue où l’on a remplacé 
R(w) par N(w). Si donc N(w) admet — C pour demi-période, c’est- 
à-dire change de signe quand on permute w en w — C, les deux racines 
se permutent aussi. 

OrD= Ér, en intégrant eten séparant parties réelles et ima- 
ginaires, on pourra étudier, comme on l'a vu plus haut, le domaine 
de s au moyen de celui de w. 

On procéderait d’une façon analogue pour une force attractive ou ré- 
pulsive émanant de yy’ et de la forme 4.x”. Plus généralement on pourra 
suivre cette marche pour une force dont l'expression sera /(r). 

Si, au lieu d’une fonction de x, la force était une fonction de y, on 


pourrait procéder d'une façon analogue; car 


2 —y(w)—7y(s — CC); 
on poserait 


{(w) —y(w — C) = Aw), y'(w) ye — C) = Pw) 


et l’on serait ramené à former une équation du second degré connais- 
sant la différence des deux racines et leur produit ou bien on prendrait 
l'intégrale f(y + ix) + /(y — ix) et l'on procéderait comme dans le 
cas où la force est une fonction de x. 
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XI. 


On peut pousser encore plus loin l’application du procédé. Suppo- 
sons que la force soit une force centrale. Pour que le mouvement soit 
symétrique, le centre d’attraction doit être sur l’axe de symétrie; mais 
on pourra le supposer plus généralement n'importe où. 

Supposons d’abord que ce centre soit à l’origine des coordonnées. 
La fonction des forces sera alors une fonction de x? + y?. Or, pour la 
surface libre, on a 

22 = y(w)+ y(w— C), 
aty =y(w)—yx(w—C), 
d’où | 
A2 + y?) = 4x4) x(w — C). 
Posons 
y(w)(w—C)=r(w), 
y(w)y(#—C)=P(w). 


En prenant la derivee logarıthmique de la premiere, il vient 


206)  Kw—C) rw) 





(we) xi(e—C) _ Ele) 











Or on a 
zr) | iw —C) _ P(w), 
x GW) xrel) rw)" 
done 44”) et #0) sont les deux racines de l'équation du second 
y(w) y. (sw — C) 


degré 
D? — mW) pn P(w) _ 
r(w) new) 





Supposons, par exemple, que la force soit proportionnelle a la 
distance et égale à 2r, où r= ÿx*+ y?. On aura pour la surface libre 


Po LC + 2 


BE FO UT ze AA 
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ou, en posant toujours rn +C,=—A4, 
2 
— + Pin)” r(w), 
d'où 
wo —? , 
ETES 


L'équation du second degré devient 
2 


E(w) DIR) DET Q. 


De là on tire, pour les deux racines, 


T's) 8 
Tw) RO + A 








Supposons, de plus, qu'elles doivent se permuter quand on change 


«& en æ — C. Posons 
2 


Pin ke). 





on aura 
rw) +4 = RE(w), Tm (0) = 2R(aw) Rav), 


L’equation deviendra 


[ R?(#) ) -- JDE — aR(#) RD + pres 5) — 0, 


et l'on en tire 
fan VRR) — af RAC) — A] 
Rn) Km) Ea 


D=- Rew) — 4 ne 








Si done R(w) est une fonction périodique admettant une demi-période 
— C, c'est-à-dire changeant de signe quand on change w en  — C, 
les racines seront permutées entre elles par ce changement, car R? (sv) 
ni R(w) R’(w) ne changeront, mais R(w) changera de signe. 


Ces valeurs de D représentent ‘ ZA) Le) et, en intégrant par 
y(w) y(\w—() 


rapport a, on aura Ly(w) et Ly ow — C), d'où, en passant aux expo- 
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nentielles, y(w) et y(w — C) : de là, les coordonnées x et y d’un 
point quelconque de la surface libre en fonction du paramètre w. On 
se donnera chaque fois la fonction R(w) : de la également 3 en fonc- 
tion de w et l'étude du domaine de z à l’aide de celui de w. 

On ramène le cas où le centre d'attraction ou de répulsion n'est pas 
au point O, origine des coordonnées, au cas où il est à cette origine, 
en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes. Les calculs sub- 
sistent, à condition de remplacer s par x — a + (y — b) etz, par 
æ—a—iw(y—b). 

Il n'y a donc que des constantes de changées; la marche générale 
subsiste. 

Il est clair qu’il y aura d’autres cas encore où, la fonction des forces 
étant f(a, y), on pourra aller jusqu’au bout à l’aide de la méthode 
indiquée ci-dessus. Enfin on pourrait aborder le cas où le mouvement 
. n’est pas permanent. Bornons-nous, dans ce Travail, à ces cas prin- 
cipaux. 


xl. 


Supposons maintenant que les fonctions f et /, ne soient pas les 
mêmes. Pour que À = f(3) + f,(z,) soit réel, ainsi que ses dérivées, 
il suffit que f et f, soient des fonctions conjuguées de la même va- 
riable. Car si f(u) =M(u) + IN(u)etf,(u)=M(u) — ıN(u), M(u) 
et N(u) étant des fonctions réelles de u, f(s) et f,(z,) seront aussi 
conjuguées ; leur somme sera donc réelle, ainsi que les dérivées par- 
tielles de cette somme : c'est ce que nous supposerons maintenant. Si 
l’on suppose que N(u) est identiquement nulle, on retrouve le cas 
traité jusqu'à présent. 

La marche reste la même. Posons 


w — f(z), wi =f, (4), 
d'où 


 — (3 —_1_, 1.5, (31) = ——. 
3 —y(w), 1 =Xılmi), J:(3) = viv (#) Fi: ( ) Xv, (1) 


Les trajectoires ont toujours pour équation w = w,-+ C’. Les coor- 
données (x, y) d’un point de la surface libre, dans le cas, par exemple, 
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de la pesanteur, devront satisfaire au système d'équations suivant 


\ A + Ly’ IS, 609° 2 + C, 


(1) 2 Ele) + ul]. 


. 2 
| PUY 223, + LV) 7, (4) 
On aurait un systeme analogue en prenant pour variables = y + ia 
ets, = y — zx. Occupons-nous seulement du système d’equations pré- 
cédent; les résultats du second cas se déduiront de ceux du premier 
en changeant x en yet y en x. 

Portons la valeur w, == w — C dans la quatrième équation et posons 


1! (#8) 7 Ce — 0) = Sw), 
7'(w). x, Ge — C) = Pw). 
On aura 


— A —+ - 3 ee 5 N , ‘ai >) —- . . 2. 
À - p(w) a S(w), d'où P(w)= - Ù 


et 7'(w) et y,( -— C) sont les deux racines de l'équation du second 
degré 
D?—S'(w)D+ .- - 2 —o, 
2 S(«) a-K 


S'il n’y a pas de pesanteur, g = 0, et l'équation devient 


D?— S'(w)D + 7 20, 


On tire de la premiere 


ab’ = ay'() == S'(w) + S’!(e).- -; ° 
Soy 

à (sw) +A 

n ' 1 ‘, ar. LQ 
aD’ =: 2%, (8 -— 1.) :.8 (w) _ N 2 (41°) _ 0. 
2 S(w) +4 


I n'y a pas besoin ict que les racines se permutent quand on change 
wen  — C. 
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En intégrant les deux membres par rapport à w, on aura 


* 2ay(w) = S(w) VTT = — + @, 
ay,(w~—C)=S(w)— | S(w) — _ + 6. 
ÉS(w) +k 


En portant ces valeurs dans la relation quatrième du système d’équa- 
tions (1), ona 
—k-+ 2S (w) + & — ETS (uw) + 





2 


+2] 
d'où 
a+B—o ou 6=—a. 
Pour un point de la surface libre de la veine fluide, on a 
s_r+iy=y(ew) et se —-iy=y(w—C), 
d'où 
ar —=y(w) + 411 — C), 2iy=y(w)— y — CC). 


On aura donc pour les coordonnées d’un point de la surface libre 


2x =S(w), aiy= Saw) — +0, 
2 S(w) +4 


Dans le second cas, on aurait 


2y=3(w), 2x = SW) — — + a. 
sw) +k 


Comme nous l'avons vu (§ VIII), on peut ramener l’une des sur- 
faces libres à avoir pour équation 


“ 


Ww — Wie 


Supposons qu'il en soit ainsi. On voit que y’(w) et y (w,) sont con- 
juguées; il en est donc de même de y(w) et de y,(w,), donc de leurs 
inverses f(z) et /,(2,); donc À est réel, ainsi que ses dérivées : 
nous sommes bien dans le cas indiqué. 
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De la relation 


as=S(w)+ S"(6v) — — 4, 
ES (ww) + 4 


on déduira le domaine de z en fonction de celui de w. 
Nous ne prendrons que des exemples très simples. 


Premier exemple. — Soit S'(w) = 0, g=o. L’équation du second 
degré devient, en prenant # = a, 
D’+ı=0, 
d'où 
D'— zx" (w)=& 
D” — x: (w)=—1, 
z+iy=y(w) =in + a, 


z— iv_y(w)=—iw— à. 


La surface libre est donc la droite x = o. En changeant x eny ety en 
x, on aurait y = 0. 
On peut poser w= 9 +2, il vient 
s=r+iy=yz(w)=—U(o+ iv), 
d’où 
Z——4\, YF =. 
Pour les trajectoires, on a 


"= const., d'où xr = Const. 


Si l’on supposait que l’on a S’(w) = 0, S(w) = const., go, on 
arriverait à des résultats analogues. 





Deuxième exemple. — Soit £ = 92, g=0,S(w)= D. L’equation 
vr 


du second degré devient 


D'— 7 D+1—o, 
w 


I I 
p= y/L—i= '(w), 
Ver wm x () 


"= — 4 I _ı=y (yp): 
D m a 1= x, (); 


d'où 
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on en déduit, en intégrant, 


— 4 — oresine. 


r—ly rye — 4 A 


. | - 
T—IV = 2ye TA — — 1 — afresh. 
. re 


On a donc. pour la surface libre, 


4 — 24. 


- i - 
iv Zu \ — - Sm aresing &. 
ss 


SU 


2.7 tye, 


ae 1— - — iarcsinys of | — - — Liyu -ya-—ın. 
’ st ry 


Si lon change le radical 4° de signe, on obtient une seconde surface 
libre. symétrique de celle-là. 
On peut encore écrire 


fq . — 
— - L— AFCSINA 46, 
st” 


2=T— iv == 24 ears \: 
l'aresinus s annulant pour # = 0, et poser w = 2 — 12. 
1 Soity = 90,0431. 0na 


. — ı . - 
r—tv— ee Vz - -— 1 —aresiny 2. 


d’ou 
— . I = _ 
7 =2N9—2/ - - 1 — arc sun >. 
vo. 


x varie de o à 2— = et, en prenant les radicaux avec le signe — , de 


oa —2— =. C'est une portion de l'axe des x: c'est une paroi solide. 


2° Soit 2 —=0, 3 > 1. Alors aresinys, © étant supérieur à 1. est 
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égal à 2 L(ÿe + Vs —1) + =, et l’on a 





r +ir—=2Vo+io ve — 5 +iL(Vygp + Vo —1) + 2, 
d'où 


z=2Ve +, 


yao\/1— 5 +75 +85) 
surface libre déjà trouvée. 
XII. 


En prenant la fonction S(#) au hasard, on court la chance de ne pas 
tomber sur un cas pratique. Mais on peut, du moins théoriquement, 
déterminer S(w) de façon que la surface libre ait telle forme que l'on 
veut 


(1) y=f(#) 
par exemple. Il suffit d’éliminer y et x entre cette relation (1) et les 
equations de la surface libre 





ak 
or -— Ow of — 
a.r == 6 (Ww) 2 yo 


f VA PC) OH) a 


G( a’) - 
en posant 


, ak 
(Ww) = S(w) + — ; 
=) 


ce qui donne l’équation différentielle en 9 


VEOH TECH) _ | Bn 


6 (4°) 2 G(s) 6'(w), 





Sf 
8. 





d'où l’on tire 9 en fonction de æ. On voit qu’en prenant w pour fonc- 
tion, w est donnée par une quadrature en fonction de 6; on en tirera 
ensuite 9 en fonction de w. 


XIV. 


Dans le cas où les fonctions / et f, sont les mémes, il peut y avoir 
symétrie par rapport à l’un des axes de coordonnées ou par rapport à 
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une parallele à l’un de ces axes; car soit, d’une façon générale, 


= fle -a+üy—b)+f|r —a— iv —0b)], 
V.= 2 = f.[r-a+ir—b))+f:.[r -a—i(r—b)], 


= =éifilr-a+iy—-0)]]—f:lz-a—i(r—0)];; 


si l’on pose d’abord y = b + het ensuite y = b — h, x = x,, pour ces 
deux points V, est le même et les valeurs de V, sont égales et de signes 
contraires. C’est un des caractères d’un mouvement symétrique par 
rapport à la droite dont l'équation est y — b — o. 

En prenant de même 


V=fly —-b+itx—a)] +/ffy —b—1i(x—a)], 


on verrait qu'un pareil mouvement peut être symétrique par rapport 
à la droite dont l'équation est x — a =o. 

Mais ces conditions nécessaires ne sont pas toujours suffisantes, 
pour que le mouvement soit symétrique. Il faut encore voir ce qui se 
passe quand on change, dans le premier cas, x — a en — (x — a) et, 
dans le second, y — b en — (y — b). Nous allons donner un exemple 
où ces conditions nécessaires ne suftisent pas. 

Remarquons encore auparavant que, lorsque / et /, ne représentent 
pas la même fonction, le mouvement n'est pas, en général, symétrique 
par rapport à un axe. Toutefois il peut arriver, comme dans l’exemple II 
précédent, que les équations de la surface libre renferment des radi- 
caux de telle manière que, en changeant convenablement leurs signes, 


on obtienne une seconde surface libre formant avec la première un 
ensemble symétrique. 


Exemple. — Prenons g — 0, S'(w) = 2sinw, £ — 2. C'est un cas 
particulier du premier exemple du § VII; dans ce cas nous trouvions 
une surface libre circulaire. L’équation du second degré est 


D?— 2D sinw +1 = o. 
On en tire 
4" (w) =D! = sinw + \/sin?w —1= sinw + cose, 


1, () =D’ = sinw — Vsintw — 1 = sinw — icosw, 
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d'où, en intégrant, 
“+ ly=y(w)=— cos" + ısins, 


2 — ly =7,() =— cosw — ısinm, 


en supposant nulles les constantes d’intégration. On en déduit, pour 
les coordonnées d’un point de la surface libre, 

TI == — COS, 

y =sinsw, 


d'où 2? + y*— 1. Nous retrouvons bien une surface libre circulaire. 
On peut aussi écrire 


3 = — cosw + ¢sinw = — rt — — et), 
d'où 
r+ ly = — ei! — e+¥(coso — ising), 
r=— et} COS 9, 


y =e+Ÿsino. 
Pour ) = const., on obtient les trajectoires : ce sont 
xt + yi e+?}: 


les trajectoires, et en particulier la surface libre, sont donc circu- 
laires. 


Calculons les elements du mouvement. On a 


tango —— À, * = 9 = arc tang (— 2) 


x 2 


ı 09 + y - ( I I ) 
= on = + — ’ 


2\T+EY z—iv 








pis 
QG Qian 
= $1: 

Q 

& 

5 

+ 

> 


I 


U _ 99 _ —Z _ -( I 1 
20y Oy x+y? — a sta) 








On voit que la vitesse parallèle à Ox change de signe, quand on 
change y en — y; la vitesse parallèle à Oy change de signe quand on 
change x en — x. La vitesse parallèle à Ox a le signe de + y : posi- 
tive du côté de Ow où se trouve les y positifs, négative de l’autre côté. 
La vitesse parallèle à Oy a le signe de — x : positive du côté des x né- 
gatifs, négative du côté opposé. On a donc un mouvement de rotation 
circulaire dans le sens négatif. 
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On aura 


9 
\?-. I. ou V =--, 


r etant le rayon vecteur du point considéré du fluide. On en déduit, 
pour la pression, la formule 


Pi Po tf oF) 

D 9 + (ie ss) 
r = R étant l'équation de la surface libre; r croitra de R jusqu à — x. 
On a done affaire à un liquide tourbillonnant autour d'un espace à 


la pression po. On voit que la vitesse en un point de ce tourbillon est 
donnée par la formule 


Cette loi a été indiquée, pour les tourbillons accompagnant l'écou- 
lement par un orifice, par Léonard de Vinci et vérifiée par Venturi 
(Essai sur les œuvres physico-mathématiques de Léonard de Vinet ou Re- 
cherches sur la communication latérale du mouvement dans les fluides ). 
M. Boussinesy a donné, dans son Essai sur la théorie des eaux courantes. 
la théorie rationnelle complete de ces tourbillons. 


XV. 


Il est à peine besoin de faire remarquer que les $$ X et suivants 
subsistent dans le cas où les fonctions fetf, sont fonctions conjuguées 
d'une même variable. Il n'est plus nécessaire dans ce cas que les ra- 
eines se permutent : la fonction arbitraire peut donc être quelconque. 


— = — mm 
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